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Vorwort. 


Der Torliegende erste Band der Potentialtheorie ent- 
lialt znnaehst die Ableitung der charakteristischen Eigen- 
schaften dea Potentials, und zwar fur das Korperpotential 
jra wesentlichen nach G-auB, wahrend fiir das Placken- 
potential eine einfachere, von Herrn Weingarten her- 
ruhrende Ableitung gewatilt ist. Es folgen Erweiternngen 
des Potentialbegriffs, und zwar znndcbst anf andere An- 
ziebungsgesetze als das IfT ewtonscbe, speziell anf das 6e- 

setz danu anf das logarithmisobe Potential und das 

Potential von Doppelbelegungen. Im dritten Abscbnitt 
werden das Potential und die Anziebung bomogener El- 
lipsoide eingebend erortert. Der Verfasser bat die all- 
gemeinen Satze mogUcbst durcb Anwendung auf spezieUe 
Boispiele zu erlautern gesucbt. So 'geben der Einfubrung 
des, Potentialbegriffs versebiedene Aufgaben uber An- 
ziehiung voraus, und aucb im ganzen Verlauf der Ent- 
wicklung sind an passenden Stellen Beispiele eingefugt. 
AiiBerdem diirfte sicb die bier gegebene Darstellung der 
Potentialtbeorie von anderen Darstellungen durcb den 
Inhalt des zweiten und mannigfacbe im dritten Abscbnitt. 
cnthaltene Polgerungen unterscbeiden. 

Der zweite Band wird znnaehst die wiebtigsten Satze 
iiber Kugelfunktionen entwickeln, dann die Anwendung 
dieser Eunktionen auf die Potentialaufgaben der Kugel 
bringen, endlich eine Einfubrung in die allgem eine Band- 
wertaufgabe nebst damit zusammenbangenden Satzen. 

Halle a. S., Herbst 1908. 
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Einleitung. 

Die Natur bietet uns zahlreicbe Erscheinungen dar, 
lobe durcb die Annahme von Kraften erklart werden, 
> zwiscben je zwei materiellen Teilchen im umgekebrten 
xbaltnis des Quadrats der Entfernung wirksam sind. 
e allgemeinen Lebrsatze, welcbe die Eigenscbaften der- 
;iger Krafte betreffen, bUden einen ausgedebnten Zweig 
p matbematiscben Pbysik, den man die Potentialtbeorie 
ant. Dabei bandelt es sicb aber in jener Tbeorie nicbt 
i die Bewegungen, die durcb solcbe Krafte bervor- 
'ufen -werden; die Erorterung dieser Bewegungen ist 
3be der analytiscben Mecbanik. Es bandelt sicb viel- 
br um allgemeine Eigenscbaften, die jenen Kraften un- 
tiangig von den durcb sie entstebenden Bewegungen 
lommen. Wenn man erwagt, daB zu den in Eede 
benden Kraften nicbt nur die Gravitation gebort, son- 
m daB nacb dem Ooulombscben Gesetze avrch die mag- 
;iscben und elektriscben Erscheinungen von derartigen 
aften abbangen, so laBt sicb die Wicbtigkeit der Poten- 
Itbeorie fur die Pbysik ermessen, und es erscheint 
?cbaus gerecbtfertigt, den Anwendungen der Potential- 
iorie einen besonderen Band dieser Sammlung zu widmen. 
er aucb abgeseben von den Anwendungen ist die Po- 
tialtbeorie vom rein matbematiscben Standpunkte aus 
eressant, und sie ist fiir die Entwicklung der Wissen- 
aft von groBter Bedeutung gewesen, insofern durcb sie 
Analysis neue Problems erscblossen sind und dadurcb 
Ausbildung neuer Metboden der AnstoB gegeben ist. 
d docb mit der Ausbildung der Tbeorie die Kamen 

fVangeriu, Theorio des Potentials I, 


1 


Einleitung. 


2 

der hervorragendsten Mathematiker verkniipft: Laplace, 
Poisson, Gaufi, Green, DiricWet, 0, Henmann, Poincard 
und andere, deren AufzaMnng Mer zn weit fiiliren wurde. 
Die matkematisclie Seite der Theorie ist es, die im fol- 
genden entwickelt werden soli; nnd zwar soil diese Bnt- 
wicklung kier unabhangig von den Ansfiilirungen des die 
Anwendnngen der Potentialtbeorie enthaltenden Band- 
cbens durckgefubrt werden. 


I. Abschnitt. 


Das Potential und seine cliarakteristischen 
Eigenschaften. 

Kapitel 1. 

Die allgemeinen Formeln liir die nach dem Newtonselien 
Gesetze erfolgenden Anziehungen. 

a) Anziehung, die ein einzelner Massenpunkt 
auf einen anderen ausubt. 

Wir geben Ton dem Fewtonschen Gesetze aiis, das 
sich auf die Wirbung zweier Massenpunkte beziebt. Das- 
selbe besagt: 

Zwei Massenpunkte zieben einander an mit einer 
Kraft, die die Eicbtung ibrer Verbindungsbnie bat, die 
ferner ibren Massen direkt und dem Quadrat ibrer Ent- 
fernung umgekebrt proportional ist. 

Die beiden Massenpunkte seien A und B, m die 
Masse von A , // die Masse von B , ^ sei ibre Entfernung, 
dann ist die Kraft K, mit der sowobl die Masse m den 
Punkt B, als die Masse f.i den Punkt A anziebt: 

(I) 

Die Bedeutung des in (I) anftretenden Faktors f erkennen 
wir, wenn wir m = = 1 und g = 1 annebmen; f ist die 

Kraft, mit der zwei gleicbe Massen von der GroBe 1 in 
der Entfernung 1 aufeinander wirken. Die GroBe von /' 
bangt also von dem KraftmaBe ab, und es laBt sicb durcb 
passende Verfiigung iiber letzteres erreicben, daB f = l 
wird. 
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ISTebea der Gr5Be der Kraft kommt es auf ihre Eiclitung 
an. Um eine Kraft K nach GroBe und Bicktiing dar- 
znstellen, zerlegt man sie in ilire den Achsen eines reckt- 
winldigen Ko or dinatensy stems parallelen Komponenten ; 

(1) X^Kgosoc, Y = Kcos/5, Z^Kcosy, 

wo 0 ^, /?, die Winkel bezeichnen, welcke die BicMung 
yon K mit den positiven Acksenriclitnngen y ^ z bildet. 
Dabei ist folgendes zn bemerken: Wahrend die Kraft K 
stets absolnt gerecbnet wird, werden ibre Komponenten 
positiy Oder negatiy gerecbnet, je nacbdem sie dem an- 
gezogenen Pnnkte eine Bescblennignng parallel der posi- 
tiyen Oder der negatiy en Aobsenricbtnng erteilen*). pern 
entsprecbend sind yorber , /S , 7 als diejenigen 
definiert, die die Bicbtnng der Kraft mit den positiy en 
Aobsenricbtungen bildet. — Sind nnn x , y ^ 2 die Koofdi- 
naten yon A , f , C die Koordinaten yon B , so ist in (I) 


(2) 


^2 _ (I _ ^)2 _[. _ yY + (f ^ Zf . 


25nr Darstellung der Winkel oc , /i , y miissen wir nnter- 

scbeiden zwiscben der 
Kraft, mit der B den 
Punkt A anziebt, und 
derjenigen, mit dernm- 
gekebrt A den Pnnkt JB 
anziebt. Wir wollen 
bier nnd im folgen- 
den stets A als den 
angezogenen, B als den 
anziebenden Punkt an- 
seben. Dann ist dio 
Kraft K von A nacli 
B bin gericbtet, und 

demgemaB baben cos(X, cos/J , cosy die Werte: 

^ — 00 Y} — y C — ^ 

(3) coBoc = — , cos/9 == , cosy = — - — . 



Laplace, GauB und Dirichlet geben in ibren Arbeiten 
uber die Anziebung der Ellipsoide der einer Aehse parallelen 
Kraftkomponente dann das positive Zeicben, wenn die Korn- 
ponente der positiven Acbse entgegengesetzt gericbtet ist. Wir* 
ziehen die obige, in der Mechanik allein gebriluchliche PeBt- 
setzung vor. ^ 
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i 

[ Somit siad die Komponenten der Kraft If, mit der A 
{ von B angezogen wird: 

i (la) X = Z = 

I Q Q Q 

I Zusatz. In der Physik treten neben anziehenden 

: anoh abstoJJende Krafte anf. Wird A von B abgestofien, 

J und erfolgt die AbstoBung nacb dem- Hewtonschen Ge- 
setze, so hat K denselben absolnten Wert wie vorher; 
nur ist K jetzt nicht von A nach B bin gerichtet, sondern 
I hat die entgegengesetzte Eichtnng. Demnach haben auch 
1 die Komponenten X , X , Z dieselben absolnten Werte 
i wie in (la), aber entgegengesetzte Vorzeichen. Man kann 
j beide Palle duroh dieselben Pormeln darstellen, wenn man 
das Vorzeichen zu f zieht und dem Paktor f bei An- 
i ziehung das positive, bei AbstoBung das negative Vor- 

i zeiohen gibt. Dann stellen (la) in beiden Fallen die 

f Komponenten der wirksamen Kraft dar*). 

b) Anziehung beliebig vieler diskreter Massen- 
i punkte. 

I Der Punkt A moge jetzt von n Massenpnnkten 

f Bj^, B^ Bn angezogen werden. Die Massen derselben 
seien . . . , , ihre Koordinaten resp. ; 

I'a) fa! •••; Vn, Cn- Die Anziehung, die ein 
; beliebiger von diesen Punkten, jB* , anf A ausiibt, habe 

! die Komponenten A/,, Z/, , Z/j. Letztere haben, wenn 

wieder w, y , z di& Koordinaten von A sind, m die Masse 
von A , nach (la) die Werte 

i/.n _ /'»»/“* (fft—®) ^ 

A'^/ 3 J 3 y 3 

Qh Qh Qh 

wo Qii den Ansdruck bezeiclinet, der aus q [Gleicliung (2)] 
entsteht, wenn man t duroh ersetzt. 

Zerlegt man so jede der auf A wirkenden n Krafte und 

setzt die derselben Achse parallelen Komponenten zu- 
sammen, bildet also nach den Eegeln der Mcchanik ihre 


*) Der Untersoliied zwischen anziehenden und abstohenden 
Kraiten wird haufig nicht beachtet, und so kommt es, dah in 
manchen^ Darstellungen die Yorzeichen der Anziehungskompo- 
nenten nicht rich tig angegeben sind. 


0 I DftS PotBntijil und scino cliaraiktcristiiscliGn Eigenscli^^ 

algebraisclie Summe, so erlialt man die drei den 
parallelen Krafte 

(5) X = XXj , J = X X;, , ^ • 

Man lidnnte X, Y, Z zn einer Eesultante vereiii-i^®“i 
die die GroBe 

y^H- 

hat nnd die Hauptdiagonale eines rechtwinkligen Park'll®!- 
epipedons bddet, dessen eine Bcke A ist, nnd do^en 
Kanten gleich den absoluten Werten von X, X, Z 
Die Richtungskosinns dieser Resultanto sind : 

^ ^ ■ -g . 

yx2 +T^ + ’ fx® +Y^ + z'^ ’ y X2 + Y2 ~f * 

Wir woUen indes von der Bildung der Eesultante abs^lien 
und die dxei Komponenten beibehalten. Unter BenuJb«i’«dK 
der obigen Ausdriicke fur X^ , X/j , erhalten wix* fnr 
dieselben die For mein: 


(II) 


X 


n 

Sl 


f^h i^h 


>3 


Qh 

« ei 




71 ) 


A=1 


t>A 




c) Anziehung raumlioher Massen, 

Yon der Betraclitung diskreter Massenpnnkte 
wir zn dem Fall Tiber, daJB die Masse irgendwelobea 
Yolnmert kontinuierlioli erfullt. Wir zerlegen das VolTriiien 
in Yolumenelemente, die wir nns etwa als reclitwiiilclige 
Parallelepipeda vorstellen konnen. Je kleiner ein solebee 
Element ist, desto genauer konnen wir die in ihm c^nt- 
baltene Masse als punktformig annebmen nnd daliei" siuf 
jedes Element die Formeln (la), auf die dnrcli das 
Znsammenwirken aller Elemente entstebende Krafl*^ die 
Formeln (II) anwenden. Mit der Verkleinerung dei- I^lbv 
mente wacbst aber ibre Zabl n , und zwar muB rb fiber 
alle Grenzen wacbsen, wenn die Elemente wirklicli ala 
punktformig angeseben werden sollen, Wir babeii iilso 
die Grenze der in (II) auftretenden Summen zn Bix<‘lien 
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Kap. 1. Die allgemeinen Formeln fiir Aiiziehung. 

fiir den Fall, daJ3 die einzelnen Massen immer kleiner 
'werden, ihre Anzahl n immer grower. Die Grenze einer der- 
artigen Summe von sehr vielen, sehr Meinen GrdBen ist 
aber ein bestimmtes Integral. Wir erhalten daber, wenn 
wir mit die Masse eines Yolumenelements bezeicbnen, 
fiir die Komponenten der von der Gesamtmasse anf den 
Massenpnnkt A ansgeiibten Anziebnng die Ausdrncfce: 

Die Integration ist iiber das von den Massenelementen 
eingenommene Volnmen zn erstrecken. 

Bs fragt sick min, wie Massen- und Volumenelement 
miteinander zusammenhangen. Dazn ist zn beacbten, 
daB in demselben Volnmen verschieden groBe Massen ver- 
teilt sein konnen. Um ein MaB fiir diese verscMedene 
Massenverteilnng zn erbalteh, fiihren wir den Begriff der 
Dicbtigkeit ein. I^ehmen wir znerst an, es sei eine Masse 
gleicMormig in einem Volnmen v verteilt, so verstebt 
man nnter der Dicbtigkeit 7c die in der Volnmeneinbeit 
entbaltene Masse, Oder, was dasselbe ist, den Qnotienten 
ans Masse nnd Volnmen: 

(7) . fc = . 

V 

Bei gleicbformiger Massenverteilnng andert sicb 7c nicbt, 
wenn wir fiir v einen beliebigen Teil des gegebenen Vo- 
Inmens nebmen nnd fnr ft die in diesem Teil entbaltene 
Masse, d. b. bei gleicbformiger (bomogener) Massenverteilnng 
ist die Dicbtigkeit das Verbaltnis eines beliebigen Massen- 
teils zn dem zngeborigen Volnmen. 

Diese Definition der Dicbtigkeit ist nicbt mebr an- 
wendbar, wenn die Verteilnng der Masse eine nngleicb- 
formige ist; man muB, nm ancb diesen Fail zn nmfassen, 
die Definition passend erweitern. Das gescbiebt in abn- 
licber Weise, wie man in der Mecbanik den Begriff der 
Gescbwindigkeit von der gleicbfdrmigen anf eine beliebige 
Bewegnng iibertragt. Wir erwagen, daB, je kleiner der 



8 I. Das Potential und seine oharakteristisohon Eigenscl*®i^^‘‘“’ 


Volumenteil ist, den wir betracMen, desto genaiioi* ‘lie 
in ibm enthaltene Masse als gleichformig verteilt ange^tdien 
werden kann, and wir verstehen daher ixnter Diehl 
den Grenzwert: 


(7 a) 


h = lim 

A v = 0 


Afi 

Av 


! 


WO A ju die in Av enthaltene Masse bezeichnet, o(l«*J* “’it 
den Bezeichnungen der Differentialrecliimng : 


(7b) 


7c = 


dfj- 
dv ’ 


d/i -Ic-dv. 


Die erweiterte Definition schliefit, wie leiclit ersic'ti t Ih’li, 
die obige, fiir gleichfdrmige Maasenverteilimg geltentlt* 
speziellen Fall in sioh. — In dem allgenieineren Fall**' ‘t*’*' 
Tingleichfdrmigen Massenverteilung ist Ic nicht kons-«1 suit, 
sondern eine Funktion der Koordinaten der betraelif tdeii 
Stelle. 

Fiihren wir den Ansdrnck (71)) fiir das 
element d/^ in (6) ein, so erhalten wir: 


(III) 


X = fm 


lc{i ~ x) dv 
d'' 


) 


Oder auch, wenn wir als Volumenelenioiit eiii nnetn llii'li 
Heines rechtwinkliges Parallelepipedon anntdinjen, cit'HHcn 
Kanten den Achsen parallel sind: 


(Ilia) 


X = fm 


fc(|~a?) 


di dij dC 


Die entsprechenden Ausdriicke fur Y und If ergeboii 
wenn man in (III) oder (Ilia) f ® dnrch »;-?/, rt-Hp. 
C « ersetzt. Die Grenzen der hier auftretenden 
fachen Integrale sind ebenso zu bestiinmeu wie b(*i ilcr 
Berechnung der Volumina. 

d) Anziehung yon Flachcn und Lin ion. 

Man betrachtet in der Potentialtlieorio niclit niii* tUe 
Anziehung von Massen, die ein gegebenes Volumen Icon- 
hnuierhch erfiillen, sondern auch die von Massen, dit* auf 
Flachen ausgebreitet sind. Man gelangt zu derai* f i 
Massen durch folgende Abstraktion. Auf einor li'Isifhe 
denke man eine Masse so verteilt, daU ihre Dicke uIjctuII 
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sehr klein ist. Diese Dicke lasse man nun immer kleiner 
. und kleiner werden, zugleich die Diclitigkeit der Masse 
groBer; derart, daJJ der Gesamtinhalt an Masse endlick 
bleibt. Im Grenzfall, wo die Dicke unendlich klein, die 
Gesamtmasse aber endUeb ist, spricbt man von einer auf 
der Flacbe ausgebreiteten Masse. 

Die Anziebung derartiger Massen kann man auf die- 
selbe Weise ermitteln, wie in c) die Anziehung drei- 
dimensionaler Massen. Man teile die gegebene Masse in 
sehr kleine Massenelemente AfjL, wende auf diese die 
Formeln (II) an und gehe zur Grenze fiir den Fall uber, 
dafi die einzelnen A/x immer kleiner und kleiner werden, 
ihre Anzahl immer groBer. Als Grenze der Summen er- 
halten wir daim wieder Integrale, aber nicht, wie in (6), 
dreifache Integrale, sondern, da die Masse nur zwei- 
dimensional ist, Doppelintegrale, d. h. die A-Komponente 
der Anziehung einer auf einer Flache ausgebreiteten 
Masse ist: 

( 8 ) 

Audi hier fiilirt man den Begriff 5 .Diditigkeit^^ ein und 
versteht darunter bei gleichformiger (homogener) Massen- 
verteilung die auf der Flacheneinlieit ausgebreitete Masse, 
Oder, was dasselbe, den Quotienten aus einem beliebigen 
Massenteil, dividiert durdi die zugeborige Flacbe. Fiir 
den Fall ungleicMormiger Massenyerteilung wird diese 
Definition, analog wie oben, dabin erweitert, daB, wenn 
Afi die auf der Flaohe Ao ausgebreitete Masse bezeicbnet, 
die Dicbtigkeit ^ gleicb 

Afj. 


lim 
^ 0=0 Ao 


ist Oder 

(9) 


X = 


do 


djit = Pi do I 


und zwar wird pc im allgemeinen fur yerscbiedene Punkte 
der Flacbe yerscbiedene Werte baben. 

Durcb Anwendung yon (9) gebt (8) in folgende Glei- 
cbung Tiber: 


(IV) 


A 




PC (f — a?) 


do : 
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und daraus erhalt man wieder die Y- und -Z^-Komponente 
der AnzieMmg, indem man i — x durch fj—y , resp. f 
ersetzt. 

Der Vollstandigkeit halber erdrtern wir kurz aueli 
den weniger wicktigen Fall, daB die anziehende Masse 
langs einer Linie aiisgebreitet ist. Man kommt auf diesen 
Fall durcb Betraohtung einer Masse, deren senkreobt zn 
einer gegebenen Knrve genommener Querschnitt sehr klein 
ist, indem man den Querscbnitt uneadlicb klein werden 
laBt, wSihrend zugleich die Masse endlicb bleibt. Die 
Dichtigkeit % einer solcken eindimensionalen Masse wird 
definiert dnrcli 

Au dll 

( 10 ) = = 


WO ds das Bogenelement der mit Masse belegten Kurve 
ist; und die Anziebungskomponenten ergeben sick durcli 
dieselben Betracbtungen wie bei anziebenden Maclien, 
Das Eesultat untersoheidet sick von (8), resp. (IV) nur 
dadurck, daB, da die Masse nur eindimensional ist, an 
Stelle der Doppelintegrale einfaoke Integrale treten. Die 
X-Komponente der Anziekung wird kier: 

(V) , 

und analog Y und Z . 

Hiermit ist die Bereclinnng der Anziehungskomponenton ^ 
beliebiger Massen zuriickgefnbrt auf Aufgaben der Integral- f 
rechnung. | 

Kapitel 2. | 

Anwendimgen der allgemeinen Eormoln. f 

Anfgabe 1. Anziekung eines komogenen Kreis- 
bogens auf einen Punkt, der senkreckt liber dem t 
Mittelpunkte des Kreises liegt. 

Wir treffen folgende Yerfugungen uber die Wakl des | 
Koordinatensystems. Zum Anfangspunkt nekmen wir den f 
Mittelpnnkt 0 des Kreises, die Bbene desselben zur 
iry-Ebene; dann gekt die J 2 ?-Ackse durcli den angezogenon I 
Punkt A , und zwar nekmen wir die Eichtung OA zur ^ 

positiven s^-Achse, Die positive iu-Ackse legen wir so, 


Kap. 2. Spezielle Aufgaben iiber Anziebung. 


11 


daB sie durch die Mitte G des Kreisbogens DD^ gebt. 
Der Eadius des Kreises sei a, sein Zentriwinkel,.^ die 
konstante Dicbtigkeit der anf dem Kreisbogen ausgebreiteten 
Masse. Die Koordinaten eines 
anziehenden Punktes konnen 
wir dann, da derselbe anf dem 
Kreise mit dem Eadins a liegt, 
so darstellen : 

f — acoS9?, fj==asm(p, 

f = 0, 

wahrend die des angezogenen 
Pnnktes 

sind. Mithin ist nacb (2) (S. 4) 

Q = f , 

Ferner ist 

ds = adcp , 

und die Integration nacb cp ist von cp bis (p 

zu erstrecken. Endlich ist Tt konstant, und daber folgt 
ans Formel (V): 





X = fmxa^i 


coscpdq) 

(]/a2 + 


3 > 


J == fm X I 


Bmcpdcp 


3 ? 


-ha 


Z = —fmxai 


isd(p 


{ia^ + ' 

-a 

Die Ausfubrung der Integration ergibt: 
^ f 2 sinK. ^ ^ 

== ;• - ■ X == U , /j 

(/a2 ^2)3 


~fm xaz2 oc 


Wir wenden das Eesultat auf den speziellen Fall an, 
da6 der angezogene Punkt A in den Mittelpunkt 
des Kreises fallt, also z = 0 ist. Dann wird 

, r-O, Z-O. 
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Die gesamte Anziehung liat also die Biditung* j 

positive!! aj-Achse, d. h. sie ist naoli der Mitte ^ 

Bogens DDi gericlitet. Perner ist 2 a sin a die zu c3<*m 
Kreisbogen geborige Sehne. Denkt man aid dieser 
eine Masse von der bonstanten Dicbtigkeit x ansgebreit-^tj | 
so ist 52asin« = ;M die Gesamtmasse dieser Seim<5. 
Beachtet man noch, daB a = 00, so ergibt die 
gleichung des Ansdrncks fur Z mit dem Ausdrucb I (H- H) 
das folgende Eesnltat: 

Die Anziehung, die ein homogener Kreisbogeix smf 
den Mittelpnnkt 0 des Kreises ausubt, ist iiCKdi 
Grofie und Eiohtung gleicb der Anziehung, welv-lio 
die Mitte 0 des Kreisbogens auf 0 ausiiben wiinio, 
falls in G diejenige Masse Ji konzentriert wird, welclio j 
die zu dem Bogen geborige Sehne haben wiii'tdo, 
■wenn auf dieser Sehne Masse von derselben 
tigkeit wie auf dem Kreisbogen homogen vert c*-ill i 
ware. 

Wir haben bier ein erstes Beispiel dafiir, daB iiiiiii j 
unter TJmstanden die Anziehung einer nicht punktfdriui/JTini ; 
Masse durch die eines Punktes ersetzen kann. — I >j!s ® 
Eesnltat des aUgemeinen Palles unserer Aufgabo (s - D) . 
laBt eine so einfache Deutung nicht zu. j 

Aufgabe 2. Anziehung ! 
'l einer homogene!i geradliiii- 

gen Strecke. 

Bs sei BO die anziehfH<Ii* 
Strecke, A der angezogene Puriliif., 
der auBerhalb EG liege, AO iluK 
von A auf B 0 gefiillto Lot. 

das Koordinatensystein mo, 
Kg. 3. daB 0 dor Anfangspu!ikt ist., // (t 

langs der .T-Achse liegt, OA cih*. 
positive 2 /-Achse ist, so haben wir in (V): 

® = 0, z = 0, 2/>0; ?7 = 0, f==U, 

I von 0 verschieden; 

ferner 

ds = U, Q= ; 
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und da die Dichtigkeit « konstant iat, so wird 


h 


-fmy.y 




dabei sind mit 1) und c die Abszissen der Punkte B und 0 
bezeiobnet. 

Wir wenden diese Formeln zunacbst auf den Fall an 
da6 A in 0 fallt, also y = 0 ist, und setzen voraus, daH 0 
nicbt auf BO selbst liegt, sondern in dessen V^erlangerung. 
Dann liaben h und <? dasselbe Zeicbenj und zwar mogen 
i und e positiv sein und h <c. Ferner gebt ip + qA 
in +1^ liber, und aus (a) folgt: 


X =•-' fm H i 


= fmx(^ ~ ™ 
\h c 


f m k{o — h) 
eT"" 


==0, 


i Das Eesultat (b) laBt sich folgendermaBen deuten: 
(3 — 7; ist die Lange, ^(o — &) die Masse von BO ^ die wir 
mit Ji bezeiclinen wollen. Setzen wir ferner so 

j bat X die Form von (I), S. 3, und zugleicb ist X die 
I ganze anziebende Kraft. Somit 

I kann die Anziebung, welcbe eine bomogene gerade 

I Strecke B 0 auf einen in ibrer Verlangerung gelegenen 

I Pimkt A ausubt, ersetzt werden durcb die Anziebung, 

I die ein Punkt D auf A ausiiben wiirde, wenn man 

[I in I) die Masse Ji der Strecke B 0 konzentriert denkt. 

I Der Punkt J) ist dadurcb bestimmt, daB AB die 

I rnittlere Proportionale von AB und AC ist. 

f Audi in dem allgemeinen Falle, wo y von Null ver- 

: scbieden ist, lassen siob die Integrationen in (a) leicbt 

I ausfiihron. I)ocb lassen die siob so ergebenden Eesultate 
I eine einfacbe Deutung erst nacb einer nmstandlicben 
i Transformation zu. Wir erledigen daber die Aufgabe 
I durcli folgende geometriscbe Betracbtung. Wir verbinden 
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A mit B und 0 und scUagen um A mit AO als Eadius 
einen Kreisbogen, der AB und AG in B' und C' sclineiden 

moge. (Ob 0 innerEalb Oder 
^ aufierhalb BG liegt, ist in 

diesem Falle gleichgiiltig.) Wir 
betrachten ein Linienelement 
IfiV von BG. Schneiden nun 
AM und AB' den um A be- 
schriebenen Kreis in M' und N', 
so vergleicben wir die Anzieb- 
ung, welche einerseits das Li- 
nienelement MB, andererseite 
das Bogenelement M'B' auf A 
ausiiben, falls beide Elemente mit Masse von derselben 

Dicbtigkeit x belegt sind. 

Die Anziehung, welche MB auf A ausubt, ist 
naoh (I), S. 3 

(e) K = 



fm M2^ 


AM^ ’ 

wahrend A von dem Bogen mit der Kraft 

jr' _ 

W. ^ AM' a 

angezogen wird, und K ist von A nach M, K' von A. 
nach M' gerichtet; beide haben also dieselbe Eichtung. 
Zur Umformung des Ausdrucks fiir K beschreiben wir 
noch mit A M um A einen Kreisbogen, der A B in B^^ treffe. 
Den unendlich kleinen Kreisbogen MBq kdnnen wir als 
geradlinig und, da der Bogen auf dem Eadius senkrecbt 
steht, als Projektion von MB auf die Tangente des 
Kreises AJf ansehen. Es ist daher 


MB^ = MB . cos{BMB^,) = JfiV • sin (A MO) , 

da AMO der Komplementwinkel von B3IB^^ ist. Da 
ferner MB^ und M'B' Bogen konzentrischer Kreise sind, 
die zu demselben Zentriwinkel gehoren, so verbal ten sin 
sicb wie die Eadien, d. b. 
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Setzt man die beiden Ansdrucke fur iO'o einander 
gleicb, so folgt 

jif jy _ ^ ^ ‘AM 

A Jf' • sin(AJIf O) 

Die Einsetzung dieses Ausdrucks in (c) gibt 


(c.\ TT fmUM'N' _fmK-M'N'. 

^ AM' • AM ’&iia.{AMO) ~AM'^ ’ 

da AM • sinAilfO = AO = AM' ist. Die Vergleicbung von 
(d) und (e) zeigt, daU E = E' ist. Zugleicb haben E und E' 
dieselbe Eicbtung. Ma n kann daber die Anziebung, die 
das Linienelement MN auf A ausiibt, ersetzen durch die 
Anziebung des Bogenelements M'N'-, und das gilt von 
jedem Linienelement von BG. Nun ist die Anziebung, 
die B 0 auf A ausiibt, die Eesultierende der Anziebungen 
aller-Linienelemente von BG, Oder, da man jedes Linien- 
element von BG durcb das entsprecbende Bogenelement 
von B'G' ersetzen kann, gleich der Anziebung, welcbe 
der Bogen B'G' auf A ausiibt. 

Eesultat. Die Anziebung, -welcbe eine bomogene 
gerade Strecke auf einen aufieren, nicbt in ibrer Ver- 
langerung gelegenen Punkt ausiibt, ist gleicb der 
Anziebung eines mit Masse von derselben Dicbtigkeit 
■ gleicMormig belegten Kreisbogens; letzterer gebort 
dem Kreise an, der den angezogenen Punkt zum 
Mittelpunkt bat und die Strecke Oder deren Ver- 
langerung beriibrt, und er wird aus diesem Kreise 
durch die Verbindungslinien des angezogenen Punktes 
mit den Endpunkten der Strecke ausgescbnitten. 
Damit ist die Berecbnung der Anziebung, welcbe eine 
bomogene Strecke ausiibt, zuruckgefiibrt auf die Berecbnung 
der Anziebung, welcbe ein bomogener Kreisbogen auf den 
Mittelpunkt des Kreises ausiibt, und letztere Anziebung 
ist nach Aufgabe 1 bekannt. 

Aufgabe 3. Anziebung einer bomogenen Kreis- 
flSiCbe auf einen Punkt, der senkrecbt fiber ibrem 
Mittelpunkte liegt. 

Wir legen den Koordinatenanfangspunkt 0 in den 
Mittelpunkt des Kreises und nehinen die Bbene des Kreises 
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-nr, « nor oTiffezoeene Punlct A liegt daiin aiif 

ES 0to?eVtiP») 

® = 0 , y = 0 , 2^0 . 

njo -K-oordinateii eiues anzielienden Punktes sitia, 
wenu wir in der (cij-Ebene Polarkoordiiiatcn einfuhretx, 

£ = rcos 9 >, y^rsinq-i, C = 0 . 

Nack (2), S. 4, ist daher 

Q = i/r^ + z‘^ , 

nnd das Flaohenelement der anzielienden Fliielie iat 
do a^rdrdqi . 

Nach (IV), S. 9, ist dalier, da die Diclitigkeit koii^ 
stant ist, 


X fn>i 


Y = fm H 


'ymitpr dr 


ifr- + ^)' 


■■ fm % j 


f r Q>o^(p T dr dcp 

j~W^F’ 

{—g)rdrd(p 

(yV'‘+2®y‘ 

und da die Integrale iiber eine Kreisfache zu erat^kivu 
Sind, so Sind die Grenzen 0 und 2?t in bezug » 

0 nnd B in bezng anf r, uuter M der Eaclnis des 
verstanden. Die Ansfulirang der Integration nacli <i> (*.T-gi:iI)l 

n 

r dr 


:0, Y==0, Z 


(fi 


y. .,L. 




= — f m K 2 n 




Was den hier anftretenden Ansdrucdc \l z- 
so ist zu beaclaten, daB die Quadratwnrzel aus deni A iih* 
druck fur o laerriilirt, und daB q den aliHoluteii AbiSt^iiaui 
zweier Punkte ausdriicdct. Die im Ecsultat autireteii 
Quadratwurzeln bezeiclinen dalier stetn <l(ni positjA^^cti 
Wurzelwert. Somit ist fiir positive siets \ z- ^ 
dagegen fiir negative is: —z Untensfdieiden vvir 

beide Fiille dadurch, daB wir der Anziehungskoni jioiuni f cj A 


% 


ic 
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den Index +, im zweiten den Index — 
fr. n, so erlialten wir 


‘ m . 2 


n 


1 - 


yi22+ 


-/’m 




— 1- 




= +/’m;<27r 


1 - 


y22H« 


da6 fiir gleiclie absolute Werte von « 
gleicbe absolute Werte, aber 
n niiei^ besitzen, ein Eesultat, das 

rvj ' ‘^-dne jede Eecbnung batte vorausseben konnen. 

Ausdrucbe zeigen ferner, dafi, wenn 
w sicb dem Mittelpunkte des Kreises 

mn!r T ® ^ ^-Kompouente der An- 

•Tii^wi verscbwlndet, daJ3 aber und Z_ einem 

■K.iiHdenen Grenzwerte zustreben, und zwar wird 


lim . 

Z-:(i 


~fmx2jz, ]imZ_ -^f mx^n 


■’C*. 'liHkontinuierliebe Inderung von Z beim Durebgang 
unge^ogenen Punktes durcb die anziebende Flilcbe ist 
bp(^zin,lfa,ll eines spater zu beweisenden allgemeinen 

Wir uiitersticlien nocb, welcben Wert die Anziebungs- 
ipoiKUito .gr Eat, wenn der angezogene Punkt A , statt 
amiuiliiicli dem Kreismittelpunkte 0 zu nabern, von 
ilM'ivm feat in 0 liegt. In diesem Palle miissen wir, 
It I inclit der anziebenden Masse angebdrt, den 
I II Ideine Kurve einscblieJlen und die 

liiall) <lieaer Kurve gelegene Masse von der anziebenden 
ill a,us.s<*,liliel3en. Dann liegt die anziebende Kraft, 
lie ein Massenelement auf 0 ausiibt, ganz in 

IMxnie, daaselbe gilt daber aucb fiir die resultierende 
cliuii^' nller Blemente, d. b. die A-Komponente der 
inlanxitili-ung verscbwindet; und dieses Eesultat bleibt 
iiiMi, wtmn die den Punkt 0 umgebende Abscbliefiungs- 
(• iinnie.r Icleiner und kleiner wird, gleicbgultig, welcbe 
all aie Unite; d. b. es ist in diesem Palle Z — 0. 
/lUHthtyj. I>aB die zur is-Acbse senkrecbten Kompo- 
ini ilei- Anzielinng X und T verscbwinden, kann man, 

ThPorie des Potoutials T. 2 
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statt durch Eechnungj leiclit durch folgende geometrisclie 
Betraclitung erkennen. Sind B und B' zwei Pnnkte 
innerlialb des Kreises, die mit 0 in einer Geraden liegen 
nnd von 0 gleiclien Abstand baben, so ist AB AB\ 
Daber sind die anziebenden Kr^te 
K nnd K% welcbe zwei bei B , resp. 
B' liegende gleicbe Flacbenelemente 
anf A austiben, gleicb groB; und die 
eine ist von A nacb B , die andere 
von A nacb B' gericbtet. Zerlegen 
wir nun sowobl Jf , ala IC in je zwei 
Komponenten, deren eine in A 0 fallt, 
wabrend die andere zu AO senkrecbt 
stebt, so baben, da 4 : BAO B'AO 
ist, die beiden zix AO aenkrecbten 
Fig. 5. Komponenten gleicbe GroBe nnd ent- 

gegengesetzte Richtung, beben sicb 
also anf, wabrend die in AO fallenden Komponenten gleicbe 
GroBe nnd gleicbe Eicbtnng baben, also zn addieren sind. 
Das gilt fiir beliebige Punktepaare B ; B\ Also bleibt 
ancb fnr die Gesamtanziebnng der Kreisflacbe nnr eine 
Komponente Itogs AO iibrig. 

Anfgabe 4 . Anziebung einer bomogenen Kngel- 
flacbe. 

a) Vorbereitnng. (Formeln nber ranmlicbe Polar- 
koordinaten.) Wir benutzen znr Ldsnng der Anfgabe 
ranmlicbe Polarkoordinaten. Bei diesen wird die Lage eines 
Pnnktes dargestellt dnrcb seinen (absolnt zn recbnenden) 
Abstand r vom Anfangspnnkte 0 , dnrcb den Winkel # , 
den r mit einer dnrcb 0 gebenden Acbse (wir wablen 
dazn die jsf-Acbse) bildet, endlicb dnrcb den Winkel cp, 
den die dnrcb r nnd die is; -Acbse gelegte Ebene mit einer 
festen dnrcb diese Acbse gebenden Ebene (bier der oj^sj-Bbene) 
einscbbeBt. Zwiscben den recbtwinkligen Koordinaten 
00, y , z nnd den Polarkoordinaten r , cp desselben 
Pnnktes besteben die Gleicbnngen: 

(1) a? = r sin?? COS99 , y sini? sin^? , js; = r cosi9- . 

Denn die j2?-Koordinate von P, OQ-=-PL, ist die Pro - 
jektion von OF anf die ;e?-Acbse, also {^f — rcos#. (Pur 
negative wird der Winkel d ein stnmpfer.) Die ^r-Koordi- 




■'i 


V" 






A 


k 

r 

} 

■ k ^ 

k' 
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nate von P ist die Projektion OP von OP auf die az-Arbcs^. 

die *lcte Sni?'”'" ■“*’ Oi euf 

OZ = pg = j-sin# 
und 

OP = OZ ■ COS9? ; 

denn Winkel POP ist 
der ifeigungs-winkel ^ 
der Bbenen sOP und 
«0®,* mithin ist 


x ■ 



Fig. G. 


= rsinz?cos9? j 

nnd analog ergibt sich 
die Pormel fiir y. 

r vo^O Ms^J’^^lon n erhalten, muB man 

un?/albp?nkte 

1, ^ Punkte emer urn 0 mit dem P,adin<! nv 

beschriebenen Engel. Eennt man 

den Punkt », in dem die posi- 
tive iJ-Aclise die Engel schneidet, 
den Pol, so ist, da man den Win- 
kel sOP = -& dutch den znge- 
hongen Bogen mP ersetzen kann, 

# der Polabstand des Punktes P 
wahrend der von den Bogen zP 
nnd zx (x ist der Schnittpunkt 
der Engel mit der aj-Achse) ein- 
geschlossene Winkel =(p ist. Die 

BestimmnngderLageeinesEugel- 

f ^ ^ entspricht der Bestimmung 

eines Punktes der Brdoberflaehe dnrch geogranhische 
Lange i<p) und Breite tfhvigens 

PQ = rsixi'& 

Sis®f und^'^Sf T gelegten Parallel- 

Strimn ^ * zugleich der Zentriwinkel PQP. dieses 



Fig. 7. 


2 * 
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Als Plkchenelement der in Rede stehenden Kugel 
nehmen wir die Rlache, die begrenzt wird von zwei un- 
endlich nahen Meridianen PS, P'S' und zwei unendlicb 

naben Parallelkreisen PP' , SS' . 
Der Bogen des Meridians ist: 

zP = r-'d', mithin PS=-r-d&. 

Der Bogen des Parallelkreises ist, 
wenn sein Radius, 

-Po-P = V , also PP'=r, -dtp, 

und da nach. (2) 



so ist 


= PQ = rsin#, 


Pig. 8. 

PP' =rmx' 8 'd(p . 

Da Meridians und Parallelkreise sich senkrecbt sohneiden, 
so ist das Placheneleinent der Kugel 

do = SPP'S' <= P S -PP' 

. d. b. ’ 

(^) do = r^s,m'd‘d'ddq} . 

Pur spatere Anwendungen kniipfen wir bieran gleicb den 
Ausdruek fiu das Volumenelement. Verbinden wir die 
Punkte P 5 P , S , S' der um 0 mit dem Radius r be- 
scbriebenen Kugel mit 0 und verlangern diese Radien, 
bis sie erne konzentrisobe Kugel vom Radius r + dr resp. 
in den Punkten P;^ , Pi , s^ , SI scbneiden, so bilden diese 
vier Punkte die Ecken eines Placbenelements der Kugel 
bo 0/7,7?.*^ zwiscben den Placben PSS'P' und 
^AiiS^iPi liegende Volumen ist das Volumenelement dv . 
w^u konnen dasselbe, da alle Radien die Kugel senkrecbt 
S Parallelepipedon ansehen, dessen Grund- 

Kff P =(?o und dessen Hobe ist; mitbin 
ist das Volumen: 

== r^ dr sivL'd d'd’ d(p . 
b)_L6suug der Aufgabe. 

Wir legen ein Koordinatensystem zugrunde, dessen 
Anfangspunkt 0 im Kugelmittelpunkte liegt, und dessen 
positive i?-Aobse durob den angezogenen Punkt A gebt, 
der seinerseits auBerbalb oder innerhalb der anziebenden 
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- — ■■‘V.i.A 2^ 

uWte “tw Koordiaato 

® = 0)y = 0,a:>o. 

= ^^Bin‘&d‘&dfp . 

^»»». aa a aa.. d» 
X^fm^f /: ^siii^cosy.B2s in# 4^, 

Y =fmxf /’ gsin^sinyigag ia^ 

/* /*/-rs 

Z == f mx 



(9) 


— -.« rv v/uo fy y 

.Sejt S?!":? a®? ““ “■ 

bis 2 71 zvi intemeren T)ia Tnfo -f.- ^ 0 

(10) x==0, r = 0, Z = f mu.^.-rr fS^ <^08# - Z)B^ Bm-d d’& 


0 ate IntegratifnTOSSrS? S tw“n“ Mrf 

i?2 jj2 


statt 


cos# == 


uud 


2Bz 


R » sin# ## 
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demnaoli 


" (E cos# — z) sin# d'd' __ E ■ 

(■|/i22 + 2|2 _ 2Bacos^y ~ 






■ + Q 


B 

2«2L 

B 2E^ — 2it!»cos^’ 


J? 22^ — 2!^ + q'^ 
2z^ Q 


B'^ 


B —2 cos?? 


2 2|3 -j/jjg + g 2 _ 2Bz cos??’ ]/i2^ + a® - 2222! cos# 

Setzt man liir ■# die Grenzen 0 iind n ein, so wird 


(11) Z = —fmx2n 


B^ 


B !S 


B 


{/S* + «' + 2jSa /S> + a'-2B» 


} 


Betreffs der Wnrzeln ist wieder zu beacliten, daB 
dieselben die positiven Wurzelwerte bezeiclinen. Daber 
ist, da ^ positiy ist, / 

y E^ -j" < 2 /^ -|- 2 E z == E z j 

der erste Summand in der Elammer ist also 1. Die 
zweite Wurzel aber bat einen yerscbiedenen Wert, je 
nacbdem zy E oder z <E ist. Ist zunacbst z> E , d. b. 
liegt der angezogene Punkt auBerbalb der anziebenden 
Kugelflacbe, vso ist der positive Wert von 


d. b. es ist 


yE2Tyr^iTr2^ = z_— e , , 


E —• z 


nnd daber wird 

(12) 


y^2 ~j- . 2 E (21 




z- 




(^ > E) . 


1st dagegen z < E , so ist fE^ y-z^ — 2Ez^=^E — z. In 
der Klammer in (11) ist also der Minuendus sowobl, als 
der Subtrabendus = 1 , daber die Diff erenz == 0 , und 

(13) Z = 0 {z<E). 

Zur Deutung des ersten Eesultats miissen wir be- 
acbten, daB d^cE^ der Flacbeninbalt der Kugelflacbe, 
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also die gesamte auf der Kugelflactie ausgebreitete 
Masse ist. Bezeichnen wir letztere mit /.i, so ist nacli (12) 

(12a) Z = — 

a® 

Da Z = 0 and r = 0 ist [Gleiohung (10)], so folgfc 
aus dem negativen Vorzeiohen von Z, dafi die ganze 
Kraft die Eichtung der negativen ^-Aolise hat, also von 
A naoh dem Kugelmittelpnnkte geriehtet ist. Abgesehen 
von diesem Vorzeichen, ist der Ansdruck (12a) fur Z der- 
selbe, wie der, den das Ke-vtonsche Gesetz fiir die An- 
ziehung zweier Massenpunkte 0 und A mit den Massen 
und m und dem Abstande « ergibt. Win haben also 
den Satz: - 

Die Anziehung, welche eine homogene Kugelflache 
auf einen auBeren Massenpunkt A ausubt, ist naoh 
GroBe und Eichtung gleieh der Anziehung, -welche 
die im Mittelpunkte der Kugel konzentrierte Masse 
auf A ausiiben wiirde. 

Das zweite Eesultat, dafi ttr z <B X = 0 , T = 0 
K = 0 ist, enthalt den Satz : ’ 

Eine homogene Kugelflache ubt auf einen im 
Innern gelegenen Massenpunkt gar keine Anziehung 
aus. 

Zusatz. Zur Ableitung der Eesultate war eine be- 
sondere Lage des Koordinatensystems zugrxmde gelegt. 
Hinterher kann man von dleser abstrahieren und zur Be- 
reohnung der Anziehung, welche die Kugelflache auf einen 
auBeren Punkt ausubt, einfach die Formeln (la), S. 5, 
anwenden, indem man darin fur f , C die Koordinaten 
des Kugelmittelpunktes, fur jx die auf der Kugelflache 
ausgebreitete Masse setzt. 

c) Geometrisohe Ableitung des Satzes, daB 
eine homogene Kugelflache auf innere Punkte 
keine Anziehung ausubt. 

Pur das zweite der obigen Eesultate wollen wir noch 
einen einfachen, von Kewton herriihrenden Beweis geben. 
Wir betraohten zu dem Zwecke ein Plachenelement dp 
der Kugel, das wir in der Pigur durch den Bogen BC 
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andeuten. Dies Element xibt auf A eine Anzieliung ans^ 
die von J. nacli B geriolitet, nnd deren GroBe 

^ fmKdo 


ist. Wir verbinden nun alle Punkte des TJmfangs vou do 
mit A und verlangern diese Linien bis zum abermaligen 
Scbnitt mit dor Kugel, wodurcli auf dieser cin zweites 
Elachenelement do' (in der Eigur 
B'O') ausgesclinitten wd. Dasselbe 
ubt auf A die Anziehung 


aus, und zwar ist diese von A nach B' 
gerichtet. K und K' haben also ent- 
gegengesetzte Riohtungen ; konnen 
wir noch zeigen, daB beide gleicben 
absoluten Wert baben, so heben sie 
. . . sicb gegenseitig auf; und gilt das 

fur zwei beliebige Elemente do und do\ die aus der 
Kugel durcb einen Kegel von sehr kleiner Offnung mit 
dem Scbeitel A und seinen Soheitelkegel ausgesclinitten 
werden, so heben sich die von alien Elementen der 
Kugelflache auf A ausgeubten Anziehungen gegenseitig 
auf, die Kugelflache ubt daher auf A gar keine Anziehung 
aus. Es kommt also darauf an, nacbzaweisen, daB 



(14) 


do ^ do' 

Tb^^^aW 


ist. Dazu verlangern wir den Kegel, der A mit dem 
Umfange von (io verbindet, bis er eine urn A mit dem 
Radius AB beschriebene Hilfskugel trifft, aus der er das 
Flachenelement doo (in der Eigur RD) ausschneidet. Ebenso 
betrachten wir das Element d.co' (in der Eigur B'D'), 
das der Soheitelkegel jenes Kegels aus einer mit AB' 
um A beschriebenen Hilfskugel ausschneidet. Da der 
Kugelradius auf der Kugelflache senkrecht steht, so konnen 
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wir day als Projektion von do auf die erste 
betrachteu und haben daber 


Hilfskugel 


day = do • coa{do , doy) , 

wo (do , day) den spitzen Winkel zwischen den Plachen- 
elementen do und day bezeiohnet. Dieser Winkel ist der- 
selbe wie der, den die Normalen beider Blemente bilden 
also {do , day) = ABO , daher 


Analog folgt 


day do - coa{ABO) , do = 

cos(ABO) 


do' = 


day' 


(ioa{AB'0) 

Die Winkel ABO und AB'O sind aber gleioh, also ist 

do dco 


(15) 


do' day' ' 


Berner sind day und day' solcke Stucke zweier kon- 
zentriscken Kugeln, die von demselben vom Mttelpunkte 
ausgekenden Kegel ausgeschnitten werden, und verbalten 
sich daber wie die Quadrate der Badien, d. b. 

day AB^ 

day' ~ AB'^ ' 
folglicb wegen (15) aucb 

AB^ 

womit (14) bewiesen ist., Damit ist auoh das an die 
Spitze gestellte Besultat abgeleitet. 

Aufgabe 5. Anziehung einer von zwei kon* 
zentriscben Kugeln begrenzten bomogenen Masse. 

Die L6sung dieser Aufgabe ergibt sich unmittelbar 
aus der der vorbergebenden. Denken wir uns namlich zu 
den gegebenen Kugeln aUe moglicben konzentrischen kon- 
struiert und nennen die von zwei unendlicb naben kon- 
zentriscben Kugeln begrenzte Scbale eine Elementarsohale, 
so konnen wir jede Elementarscbale als eine gleicbformig 
niit Masse belegte Kugelflaobe anSeben. Liegt nun der 
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aagezogene Punkt im inneren hohlen Eaume, ist also sein 
Abstand Tom Mittelpunkte kleiner als der Eadius der 
inneren Grenzflache der Masse, so ubt keine der Elemen- 
tarschalen ein6 Anziehiing aiif den Pnnkt ans, mithin 
ancli nicht die ganze Schale. 

Liegt ferner der angezogene Punkt im AuBenraume, 
ist also sein Abstand vom Mittelpunkte groBer als der 
Eadius der auBeren Grenzflache, so konnen wir die An- 
ziehung jeder einzelnen Elementarscliale ersetzen durch 
die Anziehung des gemeinsamen Mittelpunktes, darin die 
Masse der betreffenden Elementarschale konzentriert ge- 
dacht. Mithin konnen wir auch die Anziehung der ganzen 
Sohale ersetzen dureh die Anziehung des Mittelpunktes, 
darin die ganze Masse der Sohale vereinigt gedacht. 

Diese Argumentation bleibt auch fiir den Pall giiltig, 
daB fur die yerschiedenen Elementarsohalen die Dichtig- 
keit h nioht mehr denselben Wert hat, falls nur in jeder 
einzelnen Elementarschale Ic konstant ist, d. h. : 

Die fiir eine anziehende Kugelflache, S. 23, ge- 
fundenen Eesultate gelten auch fur eine yon zwei 
konzentrischen Kugeln begrenzte raumliche Masse, 
falls die Dichtigkeit entweder konstant Oder eine be- 
liebige Punktion des Abstandes r vom Kugelmittel- 
punkte ist. 

Analytisch hatte sich das Eesultat in ahnlicher Art 
ergeben wie das der Aufgabe 4. Man hatte zu dem 
Zwecke nur dieselbe Lage des Koordinatensystems wie in 
jener Aufgabe wahlen, dann in den Ausdrucken fiir X, Y, Z 
das konstante B durch den yeranderlichen Abstand r 
eines Massenelements yom Mittelpunkte ersetzen und an 
Stelle des Plachenelements do [Gleiohung (8), S. 21] das 
Yolumenelement d'y [Gleichung (4), 8. 20] nehmen miissen* 
An Stelle der Doppelintegrale wiirden zugleich dreifache 
treten, in denen die Grenzen fiir -d- und cp dieselben waren 
wie oben S. 21, wahrend nach r yon Bq bis zu inte- 
grieren ware, unter i^o die Eadien der die Masse 

begrenzenden Kugeln yerstanden. 
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Kapitel 3. 

Emfiihrung des Potentialbepiffs. Niveauflachen und 
Kraftlinien. 

a) Das Potential. 

Lagrange hat zuerst die Bemerkung gemacht, daB 
die dnrch die Formeln (la) und (11), S. 5 n. 6, bestimmten 
Anziehnngskomponenten sick als die partiellen Differen- 
tialquotienten einer tind derselben Punktion nacb den 
Koordinaten des angezogenen Punktes darstellen lassen, 
und Laplace bat dies Eesultat auf die Formeln (III), 
(IV), (V), d. b. auf die Anziebung beliebiger Massen aus- 
gedebnt. 

Wir betracbten zuerst die Anziebung zweier Massen- 
punkte aufeinander. Die Anziebungskomponenten sind in 
diesem Falle durcb die Formeln (la), S. 5, dargestellt. 
Aus der Gleichung (2), 8. 4, folgt nun: 


® ’ 

. ^00 doo 

und ebenso 

Q_ ^ V — y 

By g8 ’ 


Sx p ’ 


^ — X 



Die Ausdriicke (la) nebmea daher, wean man die koa- 
stanten Faktorea anter das Differeatiationszeicbea setzt, 
die Form an: 


(Ib) X 


S ( fm 


dx 


oy \ p 7 Bs! \ Q J 


^y \ Q 

Fur die Anziebung bebebig vieler diskreter Massen- 
punkte ist nacb (II) 

.1 


(Ilb, Z = 


d 

8x 


M'h 
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und die Ausdriicke fur Y und ^ ergeben sicb daraus 
durcb. Vertauschung von und w mit tjji und y , resp. mit 
Ca und 12?. Da durcb diese Yertauscbung der Ausdruck 




h=l 


Qh 


nicbt geandert wird, so existiert aucli bier eine Funktion 
deren partieUe Ableitungen naoli a?, y, » die Anziehungs- 
komponenten darstellen. 

Fiir den PaU einer irgend einen Eaum kontinnierlioh 
erfiillendea Masse liaben wir nacb (III), S. 8: 


X . ^»///^“ . f ™///» % , 

In dem rechts stebenden Integral sind f , 4 die Inte- 
grationsyeranderKcben, x, y, z aber variable Parameter. 
• blnn wird ein bestimmtes Integral naob einem Parameter 
dMerentuert, indem man die zu integrierende Pnnktion 
differentiiert,^ vorausgesetzt, daB der Parameter nicbt in 
den Integrationsgrenzen auftritt. Dieser Satz kann bier 
ange-wandt werden, da die Integrationsgrenzen nur von 
der anziebenden Masse, nicbt aber von der Lage des an- 
gezogenen Pnnktes abbangen. So erbalten wir, da auch 
k nni von f, f, nicbt aber von x, y, 2 abbangt: 

(mb) ^ , 

und r, resp. Z ergeben sicb ebenso als die partiellen Ab- 
leitungen des in der Klammer stebenden Ausdrucks naob 
y, resp. z. 

Analoges gilt endlicb aucb fiir anziebende Placben 
und Linien. 

In alien Pallen existiert also eine Punktion V von 
der Bescbaffenbeit, dad 


(A) 



r 


dr 

dy ’ 


z = 


dr 

Bz 
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^^^iehende distrete Massen- 

(Bi) 

fur anziehende raumliche Massen 
^T c C f dt) 


fiir anzielieiide PJSichen 


^-HIP 

achen 


fii.r anzieliende Linien endlicli 




Piir die hier auftretende Punktion hat GauB n839^ 

oSsf^Sr Green . hatte dafxir 

(1828) die Bezeiohnung „Potentialfnnktion“ vor- 
geschlagen Da die Greensche Abhandlung, -wenn auch 
^ uher Terfafit als die GauBsche, erst viel spater allgemein 

SebfcgSr Potfntial 

Koordinatenachsen 

parallelen Kraftkomponenten JT, T, Z hanffen anoh 
die nach b eliebigen Eichtungen genommenen Kraftkoni- 

lr\TCta Vd““r 

(AO z = -4^, r=— ^ z=-PZ 

dx Qy’ dz ’ 

lld¥is'ss?iS= 

.^l£lists?a£§ 


I 
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ponenten. von 7 ab, d. h. ist 7 das Potential irgend- 
welcber anziehenden Massen, K die von diesen Massen. 
auf einen Massenpunkt A ansgeiibte Kraft, Kg die naeli 
der Eicbtung s genommene Komponente dieser Kraft, 
so ist: 

oY 


(A") 




ds 


Die Eicbtigkeit der Gleichnng (A") ergibt sicb am ein- 
facbsten durch folgende tTberlegung. In den vorher- 
gebenden Erorterungen -war die Lage des Koordinaten- 
systems ganz bebebig. Legt man dasselbe so, daJ3 die 
Eicbtung von ds in die as-Acbse fallt, so ist Kg — X nnd 
6»7 BY ■ 

zugleich ; die Einsetzung dieser Ausdriicke in 

die erste Gleicbnng (A) gibt sofort (A"). 

Wir geben nocb eine andere Ableitung von (A"). Da 
7 direkt nnr von x, y, z abbangt, von s nur insofern, 
als. X , y , z selbst sicb mit s andern, so ist 

^7 _ 57 dx , 57 dy BY dz ■ 

. Bs Bx ds By ds Bz ds ’ 

as as as 

If Tin ist, da X , Y, Z die den Acliseii parallelen Kompo- 
nenten der anziehenden Kraft K sind, 

X == Kgo^{K , cd) , Y ^ K gob(K , y) , Z = K cos(K , z) , 

^0 {K , so) den Winkel bezeichnet, den K mit der posi- 
tiven a?-Acbse bildet nsw. Ferner ist dx die zur Ande- 
rung ds yon s gehorige Anderung yon a? , d. b. dx ist die 
Projektion yon ds auf die a?-Aelise, daher mit analoger 
Bezeichnung der Winkel 

dfX ' dv , d/Z 

= cos(ds , x) , = cos(ds , y) , — = cos(d!s , z) , 

weiter 

57 

= K {cos(S: , x) cos(ds , x) -f- cos(jS' , y) cos(ds , y) 

= K . cos(Z , ds) ,' + ’ ■ 
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^cos(^, ds) ist die der Eichtung von ds parallele 
Kraftkomponente ET, . 

Kraftlinien. -Das Poten- 
raal F ist eine Punktion der Koordinaten des angezogenen 
Punktes, die im allgemeinen beim tTbergang von einem 
Punkte P zu einem anderen ibren Wert andert. Dock 
wd es gewisse Punkte geben, in denen V denselben 
Wert wie m P hat. Ist dieser Wert Fq , so steUt die 
Gleichung 

(1) _ F=Fo 

Gleichung von der Form /’(a; , y , «) = konst.l 
, eine Plache dar, die diejenigen Teile des Eaumes, in denen 
< ^0 ist) von denen trennt, -fur die F > Fn ist. Eine 
solche Elache heiBt eine Mveauflache oder Iqui- 
potentialfla,che. Sie hat die Eigenschaft, daJ3 

die Eichtung der Kraft iiberall auf der Niveau- 
flache senkrecht steht. 

Denn ist P ein Punkt der Mveauflache, ds ein v6n P 
ausgehendes Bogenelement der PMche, so ist einerseits 

dV ^ 

OS 

da F beim Portgang auf der Plache seinen Wert nicht 
andert. Andererseits ist 

dV 

-j^ = Kooa{K, ds) , 

und da K fiir Punkte auBerhalb der anziehenden Masse 
im allgemeinen nicht verschwinden kann, so muB 

cos(K, ds) = 0 

sein, d. h. die anziehende Kraft steht im Punkte P senk- 
recht a^ alien von P ausgehenden Bogenelementen der 
^iveauflache, hat also die Eichtung der Kormale N 
jener Plache. 

dV 

dW 

stellt daher die ganze Kraft dar. 

Erteilt man in der Gleichung (1) der Konstante Fn 
andere und andere Werte, so erhalt man ein System von 
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Mveauflaclien, fiir die Vq ein variabler Parameter ist. 
Diese bilden, als nur Ton einem Parameter abbangig, eine 
einfacb uneiLdlicbe Scbar. Ziivei PlSioben der Scbar boniien 
sicb, da sie zu Terschiedenen Werten von Vq geboren 
nie sobneiden. Diejenigen Kurven, welcbe alle Placbeia 
der Scbar senkrecbt sobneiden, baben die Eigenscbaft, daB 
jede Tangente an eine dieser Kurven die Eicbtnng der 
Formale der durcb den Beruhrungspnnkt gebenden Niveau- 
flacbe nnd damit die Eicbtnng der anf den Eernbrungs- 
punkt ansgeiibten Kraft bat. Jene Kurven beiBen daber 
'Kraftlinien. Wir konnen uns eine KraftUnie folgender- 
maUen entstebend denken: Wir geben von einem Punkte jP 
einer Mveauflacbe in der Eicbtnng der Placbennormale 
bis zum Scbnitte Q dieser Placbennormale mit einer zveiten 
Mveauflacbe, von Q langs der Placbennormale der zweiteri 
Mveauflacbe zu einer dritten Mveauflacbe, die von der 
zweiten Kormale in R getroffen verden moge usf. Lassen 
wir dann die einzelnen Mveauflacben einander unendbch 
nabe rucken, so gebt die gebrocbene Linie PQB... im 
Grrenzfalle in die gesucbte Kurve Tiber. 

c) Binfacbe Beispiele fur Kiveauflacben und 
^iraftlinien. 

1. Pur einen einzelnen anziebenden Massenpunkt ist 
nacb (Bi) S. 29 

V = 

e ' 

Die Mveauflacben q := konst, sind daber konzentriscbe 
Kugeln, die den anziebenden Punkt zum gemeinsamen 
Mittelpunkte baben; die Kraftlinien sind die Kugebadien. 

Dasselbe Eesultat gilt fiir eine anziebende bomogene 
Kugel, da man nacb Aufgabe 6, Kap. 2, deren Anziebung 
durcb die des Mittelpunktes ersetzen kann. 

Auob fur die Anziebung zweier Oder mebrerer diskreter 
Massenpunkte erbalt man die Gleicbung der Mveauflacben 
unmittelbar aus der Pormel (Bj). 

2. Die Mveauflacben einer anziebenden bomogenen 
geraden Strecke ergeben sicb obne Eecbnung durcb folgende 
Uberlegung. Kacb Aufgabe 2, Kap. 2, kann man die An- 
ziebung, welche die Strecke BO auf den Punkt A ausubt, 
ersetzen durcb die Anziebung des bomogenen Bogens B' G' 
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(s. Fig. 4, 8. 14) letztere, nach Aufgabe 1, Kap. 2, wieder- 
um durch die Anziehung, die eine gewisse, in der Mitte 
dcs Bopns konzentnerte Masse auf A ansubt. Die Ton 

der Mitte des 

-Bogens B G gericbtet und balbiert den Winbel B'A O' 
der mit dem Winkel BAG identisch ist. Fiir iede Laee 
^ die wirkende Kraft die Eicbtfing 

der Halbierungslmie des Winkels BAG. Andererseits hal 
biert die Kormale derjenigen durch A gehenden Ellipse 
welche K und 0 zu Brennpunkten hat, den Winkel BAo’ 

Ellipse, die B uM 0 zu Brennpunkten hat, steht also senk- 
recht auf der Kraft, die von BG auf einen Punkt der 
Ellipse a^geubt wird. Durch Eotation dieser Ellipsen um 
Jit als Aehse entstehen verlangerte konfokale Eotations- 
ellipsoide, und da die Kormale einer Eotationsflache zu- 
sammenfallt mit der Kormale ihrer Meridiankurve, so 
sbehen auch alle genannten EotationseUipsoide auf der 

SZtSii“ “““ 

Die Kraftlinien Sind in diesem FaUe ferner solehe 
Kurven,^ welche in einem behebigen Punkte JP die Halbie- 
rangshme des Winkels BAO zur Tangente haben. Diese 
Eigensohaft haben aUe Hyperbeln mit den Brennpunkten 
B, 6, und daB diese Hyperbeln die vorher betrachteten 
Elhpsen mit denselben Brennpunkten und somit auch die 
JNiveauflachen senkrecht schneiden, ist ein bekannter Satz 
aus der Lehre von den Kegelschnitten. 

Eesultat. Die Mveanfiacben einer anziehenden 
homogenen geraden Strecke BO sind konfokale ver- 
langerte EotationseUipsoide, die die Endpunkte der 
btrec^ zu Brennpunkten haben; und die KraftUnien 
smd Hyperbeln mit denselben Brennpunkten, die in 
den durch BG gelegten Ebenen Hegen. 

d) Allgemeine Bestimmung der Kraftlinien. Ist 

das Potential V der anziehenden Masse bekannt, so kennt 
man auch die Emhtungskosinus der Kormalen einer be- 
liebigen Kiveauflache. Diese Eichtungskosinus sind pro- 
oV dV dV 

portional , Ist andererseits ds ein Bogen- 


dos 


Wangerin, Theorie des Potentials I. 
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element einer Kraftlinie, doo ^ dy , d^ die Projektionen 

desselben anf die Koordinatenaolisen, so sind ^ ^ ^ 

ds ds ds 

die Eichtungskosinus der Tangente der Kraftlinie, nnd 

da diese Tangente fiir alle Knxvenpnnkte anf der Kivean- 
flacke des betrackteten Pnnktes senkrecht stebt, so sind 
die einen Eicbtnngskosinns mit den anderen identisch, 
d. b. es ist 

4, • 4. • 4.^ ^ ^ ^ 

^ 0 ? ’ “ dy ■ “ ds * ds ds ^ 


nnd zwar sind in aUen drei Gliedern links dieselben Zeicben 
zu nebmen. Die vorstehende Proportion kann man so 
scbreiben : 

do) dy dz 

^ ^ 'W^'W ’ 

Boo By dz 

Wir baben damit, da 7 eine bekannte Pnnktion von co,y, z 
ist, zwei simnltane partielle Differentialgleicbnngen. Ans 
ihrer Integration ergeben sicb zwei endbcbe Gleicbnngen 
zwiscben a},y,z mit zyrei mllkurlioben Konstanten. Dnrob 
zvrei solcbe Gleicbnngen wird, wenn man den Konstanten 
bestimmte Werte erteilt, eine Eanmknrve bestimmt. 

Beispieb Die Kraftlinien fur die Anziebung 
zweier Massenpunkte von gleicber Masse. Die beiden 
Massenpnnkte mdgen die gleicbe Masse ju baben, 

ibr Abstand sei 2 1 . Wir legen ein Koordinatensystem 
zngrnnde, dessen Anfangspunkt 0 dieMitte der YerbindnngS' 
bnie El Eg ist, wabrend die positive aj-Acbse von 0 nacb 
gericbtet ist. Die Koordinaten von Ei sind dann 0, 0, 
die von Eg — Z , 0 , 0 . Irgend ein Pnnkt A des Eanmes, 
mit den Koordinaten 00 , y , z, babe von B^ den Abstand ^1 , 
von Eg den Abstand , so ist: 


( 3 ) 

wo 

(3a) 


qI^(PG — -1- 2/2 + iS-S = — 1)2 ^ ^2 ^ 

= (07 + Z)2 + 2/' + , 


fj = 
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Punktes A von der a;-Aclise ist. Nach 

^ r. 

daher 


dV 


dij 


= —fm 


00 — I , ® + ? 




daher die Ditferentialgleickungen der 

(4) 


^ 2 j a? “k 1 / 


de 


&i 


el 


d. h. es ist: 
(4a) 




ei eh 


y 


dm 

m 


woraus durch Integration 

log« = logi/ + logOi 

Oder’ die Integrationskonstante bezeicknet, 

(5) z = G^y. 

Das ist <Ue.(Eeicbung einer durch die a;-Achse gelegten 
Ebene. ^le Kraf^nien liegen also in einer durch B,B. 
gehenden Ebene, ein Eesultat, das man auch ohne Eeoh- 
nung hatte voraussehen konnen, da die Eesultierende der 
von ^1 imd Eg auf A ausgeiibten Anziehungen in der 
Ebene AEjEg liegt. 

Weiter folgt aus (4 a); 

_ ydy + zdm ydn dri 

y y^ 2/® + ~ ^ • 

Dadurch geht die erste Gleichung (4) in folgende Tiber: 
dx df] 


CO — I X -\-l 
' + 


Qi 


qI 


rj 


iF+a) 


3 * 
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Oder 


( 6 ) 


i]dx~ (co ■ 


Qi 


■l)dr] rj doo ■ 


{x + l)d‘ri 


qI 


0 


Multipliziert man (6) mit rj nnd beaohtet, dafi nacli (3) 
»/ df] = Sx^Qi — {x — l)dx = Qs dg^ — {x + l)dx , 


so erhalt man: 

Uf + (a; — i!)^] dx — (x — 1) QidQi , [i]^ + (« + 0 ®] dx — {x 1) dg^ 
. e! +■ el 

Oder 

gfdx — (x ~ l)gidgx gjdx — (x + 1) ^^^02 ^ q 

e! ■ el 

Hebt man den ersten Bruch durch , den zweiten dnjch gg , 
so sind beideBruche ToUstandigeDifferentiale^ nnd es folgt: 

( 8 ) 

also : 

(9) 

(5) nnd (9) znsammen sind die Gleiclinngen der Kraftlinien. 


£t? — Z 


"1“ d 


+ Z 


0 , 


fjzl + l±i ^0. . 

Qi 92 
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Allgemeine Eigensehaften des Potentials beliebiger Massen 
fiir auBere Punkte. 

Wir belialten die bisher stets gemacbte Voranssetzung, 
daJB der angezogene Punkt ein auBerer ist, d. li. nicht der 
anziebenden Masse angebort; bei und wollen zngleicb der 
Binfacblieit %egen die konstanten . Faktoren fm in den 
Ausdriicken fiir das Potential [Gleichnng (B^) — S. 29] 
fortlassen, was daraiif Mnauskomrat, daB wir die Masse 
des angezogenen Punktes gleicb der Masseneinbeit an- 
nebmen nnd das MaB der Kraft so wablen, daB f = l wird. 

Bas Potential irgendwelcber Massen inbezng anf AuBere 
Punkte bat folgende Eigenscbaften. 
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, a) Das Potential nnd seine Differentialquo- 
tienten sind uberall endliche nnd kontinuierliohe 
' Koordinaten des angezogenen 

Da der angezogene Punkt ein anfierer, ist e fiir kein 

Masseneleinent = 0 , also 1 nie unendlich, Jc ist seiner 

Natur nach erne uberaU endlicbe Punktion, nnd ebenso 
Integrationsbereiche endlich, da die 
anziehende Masse stets einen bestimmten endlicben Eaum 
einmmmt. Eine uberall endliche Punktion, innerhalb end- 
hcher Grenzen mtegriert, gibt stets einen endlichen Wert. 
Die gleichenSchliisse gelten fiir die Anziehungskomponenten 
und ebenso ffe die hoheren Differentialquotienten des Po- 
tentials. DaB dasselbe, Besultat auch fiir das Potential 
di^skreter Massenpunkte (BJ gUt, wo eine Summation an 
btelie der Integration tritt, liegt auf der Hand 

Die Kontinuitat des Potentials folgt daraus, daB die 
zu i^egrmrende Punktion eine kontinuierliche Punktion 
der Koordinaten des angezogenen Punktes ist. In der 
lat, andert der angezogene Punkt A seine Lage unendlich 
wenig, wahrend die anziehende Masse ihre Lage uieht 
andert, so erfahrt der Abstand q des Punktes A von 
emem beliebigen Massenelement die unendlich kleine Ande- 

rung - die Inderung , das Potential F also die 
Anderung: 


sr 


-Ilf 


Tc d q di) 


Ist nun der absolut groBte Wert aller dq, so ist: 

faUs, wie iiblioh, mit || der absolute Wert bezeichnet 
wd. Hun ist das rechts stehende Integral endlich, 
d unendlich klein, daher , ist auch das Produkt bkder 
hnd damitj dV\ unendlich klein; d. h. aber F andert sich 
kontmuierlich, falls der angezogene Punkt seine Lage andert. 

Di^e Argumentation gilt ohne weiteres auch fiir die 
Integrale (B3), (BJ, ebenso auch fiir die endliche Summe(B) ; 
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ferner laBt sie sich oline weiteres in alien EMen anf die 
Anzielningskomponenten sowie auf die kolieren Differential- 
qnotienten des Potentials nbertragen. 

b) Yerbalten des Potentials nnd seiner Ab- 
leitungen im Unendliclien. 

Wir fassen zunaobst den Fall ins Ange, der bei An- 
ziehungen allein in Frage kommt, daB die Diobtigkeit & 
positiv ist. Fur einen zwar weit entfernten, aber nocb 
im EndJicben gelegenen Pnnkt A seien der kleinste, 
^2 der groBte Abstand von der Masse, so ist 



Q 2 ^ Q ^ Qi j 

daber 

A<i<l 


Q 2 e Qi 

nnd 

h ^1e ^ 1c 


Q 2 8 61 

weiter 



///^•<///^-<///^- 

da die zn integrierende Fnnktion positiv ist nnd die 
Grenzen in alien drei Integralen dieselben sind, 'Nun 
sind nnd ^2 der Integrationsvariablen nnabbangig, 
dalier kann die letzte TJngleicbnng gescbrieben werden 

— lf[jcdv<ff[-dv< — fffTcdv, 

Q2JJJ JJJ Q QiJJJ 

"h 


d. h. 


(1) 

^<Y<^ 

Q 2 Qi 

wo 


(2) 

M = lflhdv 


die gesamte anziebende Masse bezeicbnet. Enckt der an- 
gezogene Pnnkt ins Unendbcbe, so wird ^j ==^2 = cx>, 

— == — = 0 , daber 
Q2 

( 3 ) 


limF = 0 . 
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Multiplizieren wir ( 1 ) mit r , wo f die Bntfernung des an- 
gezogenen Punktes von einem beliebigen, fest mit der 
Masse verbundenen Punkte 0 (z. B. vom Anfangspunkte) 
darstellt, so erbalten wir 


( 4 ) 


rM ^ ^ rM 

<rV < 

02 01 


Eiiokt der angezogene Punkt ins Unendlicbe, so wird 
mit und auch r unendlich, aber 


(5) 

also 

( 6 ) 


limA„ 

r = oo ^2 


und 


lim — 

r=oo 


1 *), 


lim (rF) = M 


Bin analoges Eesultat gilt fiir die Anziehungs- 
komponenten. Es ist 


6V 


Je ^ — 00 


dv . 


^ — 00 . 

— - — ist ein ecbter Bruch, und daher gilt fiir den abso- 

0 ey 

luten Wert von - 5 — die Eelation: 
ox 


(7) 


dV 


dx 


< 


1 

• 0 ^ 


dv . 


. *) Der strenge Nachweis fur die GHeiohungen (5) lafit sich so 

fhhren. Ist 0 der Anfangspunkt, hat femer der Punkt, dessen 
Abstand von A = ist, die Koordinaten f , so ist 

r’* == a;“ + -f K® , 

e? = (« — + (2/ — VtY + (« — , 

daher "" ~ “= + ’h 2/ + fi «) + I? + >7? + ^ , 

Ruckt der angezogene Punkt ins Unendliche, so wird; da Cj 


endlich* bleiben, = 0; ^ = 0, 
als 1 sind, daher = 1 , 


^4 


0, wahrend 


y 

als Kichtungskosinus der Linie OA , absolut genommen; kleiner 


40 I* Potential und seine oharakteristischen Eigenschafteii* 


Wendet man auf das Integral 

(8) J = 


-^dv 

dieselben Betrachtiingen an wie oben auf F, so ergibt 
sich, daB, wenn r = ]/a!^ + 2/^ + unendlicb wird, 

(9) limJ = 0 , limr^ J = M , 

rs=oo r=oo 

mithin 

( 10 ) 

wild nnd weiter erst recht 
(10 a) 

dV 


lim 

37 

== 0 , limf^ 

37 

f=co 

dx 

r=oo 

dx 


<M 


limr^ 


dx 


nnd limit! 2 


^mx'^ 

r=oo 

ev 


37 


dx 


< Jf , 


dx 


baben also endliche Werte. 


Aucb fur die bbheren Differentialquotienten von F 
lassen sich analogs Betrachtungen anstellen. 

Der Beweis bedaif einer Erganzung fur den Pall, 
daJ3 die Dichtigkeit h teils positiv, tells negativ ist. Auf 
diese Annahme, die eine Erweiterung der fruheren De- 
finition der Dichtigkeit enthalt, wird man gefuhrt, wenn 
die -vvirkenden Massen ans nngleichartigen Teilen bestehen 
die teils anziehend, teils abstoBend wirken. Die X-Kom- 
ponente der Wirkung ist in diesem Palle 


_ fmp, i — x 

it 9 J 

Q^e 

und zwar gilt, falls m und /a, absolut genommen werden, 
das -f Zeichen fiir den Pall, daB m von angezogen, das 
— Zeichen fur den Pall, daB m von {a, abgestoBen wird. 
Ziehen wir das Zeichen ± zu iind setzen fest, daB die 
Masse jedes MassenteHchens positiv oder negativ zu 
rechnen ist, je naohdem es anziehend oder abstoBend 
wirkt, so miissen wir, da das Volumen element stets 
absolut zu rechnen ist, auch die Dichtigkeit mit dem ent- 
sprechenden Vorzeichen versehen. 

Urn zu zeigen, daB unsere Pormeln (3), (6), (10) auch 
fiir den Pall gelten, daB die Dichtigkeit teUs positiv, teils 
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negativ ist, teilen w das die wirkende Masse enthaltende 
Volumeu v in zwei Teile , ■Bg , so dafi nnr die Massen- 
teile mit positiver, Bg die mit negatiyer Dichtigkeit ent- 
halt. Die Gesamtmasse von sei , die DioMigkeit 
eines Massenelementes +^1 j die Gesamtmasse von Bg 
sei —Mg, die Dichtigkeit eines Massenelementes 
so wird 





ist. Auf Fj nnd Fg konnen wir das obige Eesnltat an- 
wenden, da \ nnd fcg positiv sind, also 

lim(BFi) = , lim(rF2) = -^2 j 

r = oo ?' = oo 

nnd welter 

Hm(rF) =-Jfi - Mg = M , 

r=oo 


falls M die G-esarntmasse ist. 

Fiir die AnzieliungskompoiienterL ergibt sioh durcli 
eine analoge Zerlegung, wie ohne weiteres ersiolitlicli ist, 
das Besultat, daB ftir r = ex? • 


(lOb) 


lim 


dV 


dx 


= 0 , 


limr^ 


doo 


und 




ev 

6x 


aber endliob sind. 

Bei der Ableitnng von (3), (6), (10), (10 a) ist das 
Potential raumlicben|Massen zugrunde gelegt [(Bg), S. 29]. 
Bie ganze Argumentation laBt sicb obne jede Anderung 
aueb auf (Bg), (B^) und (B^), d. b. auf das Potential you 
Flacben, Linien und diskreten Punkten libertragen. 
c) Bie Laplacescbe Bifferentialgleicbung. 

Aus 

^ a — + iv — y)^ + (f — 
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folgt, -wie wir bereits wissen, 

1 


5- 


5® 

Dm’cb weiteres Differentiieren folgt daraus 

3(1-®)^ 


52- 


Q 


5»2 


52 


d(B 

1 


■ + ■ 


52- 


Bilden wir ebenso 


dy^ 


und 


und addieren, so folgt 


52- 


52- 


52- 


( 11 ) 


dcG^ dy^ 




3 3[(|— ®)2-|-(i;— y)3-|-(^. 

ri3 ^5 






= 0. 


Da die Gleichung (11) fur jedes in (Bj) S. 29 auftretende £►* 
gilt, so folgt fiir das Potential diskreter Massenpunkte 
sofort 

527 527 , 527 

' + ' 


( 12 ) 


5®2 T dy^ ^ dz^ 


= 0 . 


DaB dieselbe Gleicbung aucb fiir beliebige anziehende 
Masaen gilt, ergibt sicb so: Aus (Bg) S. 29, 


folgt, da ®, y, 2! weder in den Grenzen, nocb in Jc ent- 
halten Bind, 


527 


5®2 



dv , 


dv — Q) 
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denn wena die zu integrierende Funktion =0 ist, so gilt 
dasselbe von dem bestimmten Integral. Das gleicbe gilt 
bei Zugrundelegung von (Bg) nnd (B^). 

Die Gleicbnng (12) beiBt die Laplacesche Differential- 
gleichnng, die linke Seite derselben wird als Laplacescber 
Differentialansdrnck bezeiobnet. Fiir denselben ist die 
Abkurznng 


(13) 


dw , ew , 8W 

I == w p 

dcG^ dy^ 


gebranchlioh , so daB man die Laplacesche Differential- 
gleiohung anoh so schreiben kann: 

(12a) 4lF = 0. 

BeimtJbergang von einem rechtwinkligen Koordinaten- 
system oo ^ y , z zvl einem anderen x\ y', z' geht (12) 
Tiber in: 


(12b) 


ew , 6w 


8W 


= 0 , 


wie daraus folgt, daB bei Ableitnng der Gleichnng (12) 
keinerlei Yoranssetzung iiber die Lage des Koordinaten- 
systems gemacht ist. Diese Gleichnng gilt daher fiir jedes 
rechtvdnklige Koordinatensystem. tJbrigens laBt sich der 
Beweis fur die Identitat der linken Seiten von (12) nnd (12 b) 
anch dnrch Benntznng der bekannten Formeln fiir die 
Transformation der Koordinaten fiihren. Der Laplacesche 
Differentialansdrnck ist also eine Invariante bei jener 
Transformation. 

d) Anwendnng anf das Potential einer von 
z-wei konzentrischen Kngeln begrenzten Schale. 

Wenngleich sich das alLgemeine Integral der Laplace - 
schen Differentialgleichnng nicht in endlicher Form dar- 
stellen MBt, genhgt in gewissen SpezialfaUen diese Glei- 
ohnng, verbnnden mit den in a) nnd b) gefnndenen all- 
gemeinen Eigenschaften , zur Bestimmnng des Potentials. 
Einen solchen Pall bildet die Brmittelnng des Potentials 
einer von zwei konzentrischen Kngeln begrenzten 
Masse, wenn die Dichtigkeit eine Fnnktion des 
Abstandes vom Mittelpnnkte ist. 

Wir .beweisen znnachst folgenden Satz. Das gesnchte 
.Potential hat fur zwei Pnnkte A nnd A', die gleichen 
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Abstand von dem gemeinsamen Mittelpunkte der die 
Massen begrenzenden Kngeln haben, denselben Wert. Es sei 


^=2 


Icdv 

Q 


das Potential der Masse fur den Punkt A , 


r' 



das Potential fur den Punkt A! \ die Sunamen (resp. Inte- 
grationen) siiid beide Male fiber die ganze gegebene Masse 
auszudehnen. Uun existiert zu Je- 
dem Summanden yon V ein gleiober 
Summand von V'. 1st namlicb 
ein beliebiger Punkt der Masse, 
BA = q, so trage man in A' an 
OA' den Winkel OAB an = OA'B' 
(in irgend einer durcb OA' gelegten 
Bbene) und macbe A!B'=ABi. 
Dann ist aucb OB = OB', daber 
ist die Dicbtigkeit in B und P' 
die gleicbe, also fiir gleiche Volu- 
" ferner q==AB = A'B'= q', also 



Pig. 10. 


menelemente Jcdv = lc' t 


Jcdv Tt'dv' 
Q ~~ q' 


Es sind als.o die einzelaen Summanden von V und F' gleicb, 
daber aucb die Summen. ^ 

Aus diesem Satze folgt, daB der Wert des Potentials F 
in unserem Ealle ledigbcb von der Entfernung des an- 
gezogenen Punktes vom Kugelmittelpunkte abbangt. Be^ 
zeicbnen wir diese mit r , so ist F nur insofern eine 
Eunktion von x, y, s, als r von diesen GrdBen abbangt. 
Da 


so ist 


+ , 


dr 


dx 


dr X 
dx r 


> 
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daher 
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dx dr 

527 dW 


dr 

8x 


nnd analog 
47 = 


Bx^ 

BW 


■ dr^ 
BW 


+ 


«!7 X 
dr r ’ 
1 


x^ 


By'^ ’ 

dW x''^ z 

dr^ 

dW 2 dV 
dr^ r dr 


dr ir 
Dalier wd; 
dV\% 


■ + 


dr 


0?^ + 2/^ + 


Die Laplacesohe Gleicliung zl7 = 0 geht also in nnserem 
Falle in folgende liber: 


(14) 


dW ^ 2 d7 
dr^ ‘ ^ 


dV 

Zur Integration derselben setzen wir -r- = Fi , so wird : 

dr ■ 

dr r 

Oder wenn man mit r^ mnltipliziert, 
d(r2Fi) 


worans weiter folgt: 


dr 


0, 




(15) ■v = ^ + c„ 

WO 0 nnd willklirlicbe Konstante sind. Zu ihrer Be- 
stimmnng zieben wir die allgemeinen Eigenscbaften des 
Potentials beran. Liegt der angezogene Punkt znnacbst 
im auBeren Eanme, so kann r == 00 werden, nnd fnr r *= 00 
muB F verscbwinden, also mnB = 0 sein, ferner ist c=M, da 

, : . bm(rF)-if 
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ist. Fiir einen Punkt im aufieren Baume haben wir also ; 



eine Gleicbung, die aussagt, daB das Potential unserer 
Masse denselben Wert bat, als ware die Masse M im 
Mittelpunkte tonzentriert, in 'O'bereinstimranng mit dem, 
was in Kap. 2, Aufgabe 5, Tiber die Anziebnng einer soloben. 
Masse gefunden ist. 

Liegt aber der angezogene Punkt im inneren Hohl- 
ranm, so kann r nicht nnendbcb werden, wobl aber = O . 
Pur r = 0 gibt der Ausdrnck (15) 7 = 00 . Wir wissen aber, 
daB fur alle Punkte auBerhalb der Masse 7 endlicb sein 
muB, also muB bier c = 0 sein. 7 bat also fiir Punkte 
des inneren Hoblraumes den konstanten Wert c^. Die 
Differentialquotienten von 7 versobwinden daber, d. b. auf 
einen Punkt des inneren boblen Baumes wird keine An- 
ziebung ausgeiibt, ein bereits bekanntes Besultat. 

Um den konstanten Wert des Potentials in unserem 
Palle zu ermitteln, genugt es, 7 fiir irgend einen Punkt 
des inneren Hoblraumes zn berecbnen. Wir wablen dazu 
den Mittelpunkt der konzentriscben Kugeln. Pur ibn ist : 

a; = 2 / = » = 0 , 
daber 


7 = 


Icdv 

i¥+V+T^ ' 


Pubren wir raumbcbe Polarkoordinaten ein: 

f = riSin#i cos^jj , ?; = sindisin9Jj^ , CGsd^ 


und driicken dv in raumUcben Polarkoordinaten aus [Glei- 
obung (4), S. 20], so wird: 



Jcrldri sindj d'&idtpi 

n 


f 


und es ist nacb von 0 bis itt, nacb 95 ^ von 0 bis 2^1 
zu integrieren, nacb von Bg bis , wenn Bg und Bj 
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die Badien der die Masse begrenzenden Kugeln sind. Da Ic 
nur von abhangt, nicbt aber von und so folgt: 

Ri 

V = 4:}zf7crj^drx = 0;!^ . 

Piir den Pall, dafi fc konstant ist, ergibt sicb: 

(17a) 7 = 0i = 2 7r&(JSf- Bi) . 

Pur den Pall des konstanten Tc ist ferner: 

M = ^nlc{Bl-Rl) , 

also das Potential eines auBeren Punktes: 

(16a) V ~ ^ 

3 r ■ 

Kapitel 5. 

Das Potential und die Anziehungskomponenten raumlicher 
Massen fiir Punkte, die der Masse angehoren. 

a) Brlauterung an dem Pall einer homogenen 
Kugel. 

Wir lassen jetzt die bisher stets gemachte Voraus- 
setzung, dafi der angezogene Punkt von der anziehenden 
Masse raumlich getrennt sei, fallen und untersuchen, ob 
und wie-weit die bisherigen Eesultate noch giiltig sind, 
wenn der angezogene Punkt mit einem Punkte der an- 
ziehenden Masse zusammenfallt. Piir anziehende diskrete 
Punkte verlieren aUerdings alle Pormeln ihren wenn 
der angezogene Punkt in einen anziehenden Massenpunkt 
fallt. Denn in dem Ausdruck (Bj^), 8. 29, fiir V wird dann 
einer der bTenner == 0 , wShrend der Zahler von 0 ver- 
schieden ist, also wird 7 = 00 . Dasselbe gilt auch von 
den Anziehungskomponenten, fiir die ja die Pormel gilt: 

Z = no 

el Qh ' 

Der Paktor driickt den Kosinus eines Winkels aus, 

sein absoluter Wert ist kleiner als 1 und bleibt < 1 , auch 
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wenn sich. der angezogene Punkt einem anzieheDden Purikte 
belieMg nabert, dagegen wird qI dabei iminer kleiner, 
|X| immer groBer xind scbKeBlicb anendlich groB. 

Anders Terhalt sick die Sache bei einer in einem 
Banme Oder an£ einer Flacbe kontinuierlioli ausgebreiteten 
Masse, da Mer das Potential niclit dnrcb eine endlicbie 
Summe, sondern dnrcb ein bestimmtes Integral ausgedruckt 
■wird; denn ein bestimmtes Integral kann nnter Umstau- 
den auck dann nock einen endlicken Wert kaben, wenn 
die zu integrieiende Funktion innerkalb des Integrations - 
intervaUes oder an den Grenzen unendlick wird. Beim 
Potential nnd den Anziekungskomponenten kontinnier- 
kcker Massen ist daker die Moglickkeit, daB sie anck fiir 
Punkte der Masse endliok bleiben, nickt von vornkerein 
ansgescklossen. Ikr Verkalten in diesem Falle bedarl 
aber einer eingekenden TJntersnckung, bei der die Falle 
der drei-, zwei- Oder eindimensionalen Massen getrennt zu 
bekandeln sind. 

Der allgemeinen Dntersnchnng schicken wir die Er- 
drterung eines speziellen Fakes voraus. Wir fragen : welcke 
• Werte nekmen das Potential und die Anziekungskomponenten 

einer komogenen Kugel an, wenn 
der angezogene Punkt der anzieken- 
den Masse angekort? Zur Beant- 
wortung derf Prage verfakren wir 
folgendermaBen. Ist B der Eadius 
der Kugel und kat der angezogene 
Punkt A vom Kugelmittelpunkte 
den Abstand r <B, so konstruieren 
wir zwei zu der Kugel B konzen- 
trisoke Kugeln mit den Eadien 
r + 6 und r — s' , wo e und s' 
kleine GroBen sind, und abstra- 
kieren zunackst von dem zwiscken diesen Hilfskugelu lie- 
genden Teil der anziekenden Masse. Kaek AussckluB dieses 
Teiles bestekt die anziekende Masse aus zwei Teilen, 1. einer 
von den konzentriscken Kugeln B und r + e begrenzten 
komogenen Kugelsckale, 2. einer komogenen VoUkugel voin 
Eadius r — s' , beide von gleicker Dicktigkeit 7c . Die Po- 
tentiale dieser beiden Teile, Fj und Fg , sind, da A weder i 
der Masse des einen, nock des anderen Teils angekort, viel- 
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melir fiir beide ein auBerer Punkt ist, naob den Pormeln 
(17 a) und (16 a), S. 47: 

(Fi =2n-k[B^-{r Bf], 

(^) I _ 4 7iTc{r — s'Y 

y 9 . — "Tr “ I 


und das Gesamtpotential beider Teile in bezug auf A ist: 

(2) 7 - + 7, . 

Lassen wir jetzt e und e' immer mebr der Ifull, also die 

den Punkt A ausscblieBenden Hilfskugelflachen immer mehr 
diesem Punkte sich nabern, so erhalten wir scbliefilicb das 
Potential der Vollkugel fur den inneren Punkt A. Be- 
zeichnen wir dieses mit 7i , so ist also : 

[ Vi ^\imV = 2 n'k{E^ — r^ A- -knit, 

(3) ' 

[ = 2?t7c(jR2 _ ^ 

Das Potential liat also in diesem Palle ancli fiir Pnnkte 

der Masse einen endlichen Wert, und zwar ist derselbe 
fiir r = 0 , d. h. im Kngelmittelpnnkte, ein Maximum. 

Wir wollen die analogen TJntersuclinngen noch fiir 
die Anziehungskomponenten anstellen. Sind und 
die X-Komponenten der Anziehung der yorlier (vor dem 
Grenziibergange) mit (1) und (2) bezeichneten Teile, so ist 
zunacbst: 

( 4 ) -^1 = 0 , 


da eine yon zwei konzentriscken Kugeln begrenzte bomo- 
gene Sobale auf einen Punkt des inneren Hoblraumes keine 
Anziebung ausiibt. Da man ferner die Anziebung einer 
bomogenen Yollkugel auf einen auBeren Punkt dadurcb 
ersetzen kann, daB man die ganze Masse M im Mittel- 
punkte konzentriert, so ist:. 


( 5 ) 

Oder da: 

ist, 

(5 a) 




Mx 


M = -f-jr fc(r — e'Y 


X, 


4 7t‘k{T — e^Yx 
3 


Wangei'in, Theorie des Potentials I. 


4 
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Fitr den Grenzfall e = 0 , e' = 0 folgt daraus : 

(6) Xi = lim + Xg) = — /c a? , 

Tind analog : 

(6a) Yi = —^jthy, Zi = —^-tcIcis , 

Die Anziehungskomponenten behalten dalier fiir Punkte 
der Masse ebenfalls endliche Werte. Beachten wir nocla, 
daC in (3): 

= a;® + , 


jR aber konstant ist, so sehen wir, dafi: 


0) 


T 


:Fi = 


8 Vi 


8y.’ 


Zi == 


IZi 

dz 


Anch fur Punkte der Masse sind die Anziebungskomponenten 
die partiellen Ableitungen des Potentials nacb den Ko- 
ordinaten des angezogenen Punktes. 

Wir wollen nook die Pormeln (3), (6) mit denen yer- 
gleieken, die wir frukex fiir Punkte auBerkalb der an- 
ziekenden Masse gefunden katten. Ist 7^ das Potential, 
Xa die X-Komponente der Anziekung fiir einen auBeren 
Punkt, so ist nack (16a), 8.47: 

tax IT ^ dVa 4 nlcR^x 

(8) 7. = - — , X« = -^ = --_^. 


7f und X[i andern sick also nack ganz anderen Gesetzen 
als K- und Xj . Lassen wir aber den angezogenen Punkt 
einerseits yon innen, andererseits yon auBen sick der die 
Masse begrenzenden Kugelflacke R nakern, sucken wir 
also die Grenzwerte, die unsere Ausdriicke fur r = jR an- 
nekmen, so seken wir 

' lim 7s = lim 7 = |- jr fc , 

(9) 

limXs = lim Xi = — in Jc(c . 

^ r~Ii r=:R 

Das Potential sowokl, als die Anziekungskomponenten sind 
also sowokl auBerkalb der anziekenden Masse, als inner- 
kalb derselben endlicke, kontinuierkcke Punktionen der 
Koordinaten des angezogenen Punktes. Diese Punktionen 
sind fiir auBere und innere Punkte ganz yerschiedene, an 
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der Grenzflache der Masse aber seblieBen sich die AuBen- 
werte den Innenwerten kontinuierlich an. 

TJntersuchen wir noch das Verhalten der zweiten 
Differentialqnotienten. Naoh (6) nnd (7) ist 


also 

( 10 ) 




SWi 

8x^ 


6W,- dW- 


dy^ 


-^Tih 


Andererseits folgt aus (8): 


( 11 ) 


ew„ ^ 4 nlcB^ 

dx^ 3 



Fur den Grenzfall r = B ist daher im allgemeinen 

( 12 ) 


dW.- 8W 

lim^:sHm-VF 

r^R OX^ r=R 8 x^ 


Die zweiten DiEferentialqnotienten des Potentials sind 
also zwar im ganzen AnBen- und im ganzen Innenraum 
kontinnierlicli, andern sich aber beim Ubergang von dem 
einen zum andern diskontinnierlich. 

Perner folgt aus (10): 


(13) 


AVi- 


8Wi ewi 

"T~ I 


dx^ 


8y^ 


dWi 


— 4 , 


Tvabrend, wie wir wissen, 

(13a) J7« = 0 


ist. Fiir Punkte der Masse gilt also die Laplace scbe 
Differentialgleicbung nicbt mebr, an ihre Stelle tritt die 
Gleichung (13), ein Kesultat, das zuerst von Poisson ge- 
funden ist, Tv^esbalb (13) aucb als Poisson scbe Gleichung 
bezeicbnet wird. 

Zusatz. Ans den Gleichungen (6) und (6a) laBt sich 
der folgende Satz ableiten. 

Der Baum zAvischen zwei exzentrischen Eugeln mit 
den Badien B und B ^ , von denen die kleinere (Bj) ganz 
innerhalb der groBeren (B) liegt, sei homogen mit Masse 
gefiillt. Wir suchen die Anziehung dieser Schale auf einen 

4 * 
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Punkt P des innerGii hohlen Raunies. Zu dem Zweolce 
denken wir uns auch diesen hoklen Eaum (d. h. das Innere 
der Kugel Bj) mit Masse von derselben Diohtigkeit ge- 
fiillt, die die Schale besitzt. Dann sind die Anziehungs- 
komponenten A , Y , Z der Schale die Differenzen der 
entsprechenden Anziehungskomponenten der Vollkugeln M 
•nnd , also naoh (6) und (6 a) : 

A = — §■ TT 7c (a? - *0 , — y') , 

Z = — n'k{z — z') . 

Dariu sind x , y , z 61% Koordinaten von P fur ein recht- 
winkliges System, dessen Anfangspunkt der Mittelpunkt Af 
der Kugel B ist, Tvahrend x', y', z' die Koordinaten von 
P in einem System mit parallelen Achsen sind, dessen 
Anfangspunkt der Mittelpunkt der Kugel B^ ist, Legen 
wir die Koordinatensysteme so, dafi die Achsen x und x' 
in die Zentrale MM^ faUen und die positiven Achsen 
von Jlf nach Jfj hin geriohtet sind, wahrend die Achsen y 
und y' parallel sind, ebenso z und z' , so ist 

• x'=x — e, y' = y, .»' = »,• 

wo c die Lange der Zentrale M bezeichnet. Som'it 
wird ^ 

X=— l-crTce, r = 0, Z = 0. 

Das sind die Komponenten eiher Kraft von der konstanten 
toode fjclce, die die Eichtung der negativen aj-Achse hat. 
Wir haben damit den 

Satz: Die Anziehung, welche eine von zwei ex- 
zentrischen Kugeln begrenzte homogene Schale auf 
einen Punkt des inneren hohlen Eaumes ausubt, hat 
konstante GrdBe und Eichtung. 

b) Allgemeiner Kachweis der Endlichkeit des 
Potentials und der Anziehungskomponenten fur 
Punkte der Masse. 

angezogenen Punkt A , der zunSchst irgend- 
wo innerhalb der anziehenden Masse liege, beschreibe man 
eine Kugelflache mit dem kleinen Radius d , betrachte die 
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Anziehung , welche der auBerhalb dieser Meinen Kugel 
liegende Teil der Masse auf A 
ausubt, iind untersucbe dann, was 
aus den Ansdrucken fur das Poten- 
tial und die Anziebungskomponen- 
ten wird, wenn d sick beliebig dem 
Werte Full nahert. Pubrt man 
statt der reobtwinkligen Koordi- 
naten raumlicbe Polarkoordinaten 
ein, mit A als Anfangspunkt und 
einer durch A zur ®-Acbse ge- 
zogenen Parallelen als Polaracbse, Fig. is. 

so sind die reobtwinkligen Ko-' 
ordinaten eines beliebigen Punktes der anziebenden Masse: 

^ — X Q COSl? , = y Q sin# COS9? f 

f = z -f psin#sin9 , 

falls a?, y, is die reobtwinkligen Koordinaten Ton A sind, 
p der Abstand des Punktes S , fj , ^ von A . Das Volumen- 
element der anziebenden Masse ist dann 




(14 a) 

und somit 
(16) F = 


dv = Q^dQSin'&d'&dip 

’fe dv _ j’JjloQ^dQ sin'd d'&dq) 


J 


und da die Integration iiber das von der Masse einge- 
nommene Volumen, mit AusscliluJB des Inneren der Ku- 
gel d , zu erstrecken ist, so sind, falls zuerst nacii q inte- 
griert wird, die Grenzen Q = d und q = unter den 
Abstand eines beliebigen Punktes der Grenzflache des 
Korpers von A verstanden. Die Grenzen fiir '& und (p 
sind, da nacb der Yoraussetzung A ganz von der Korper- 
masse umschlossen wird, 0 und n , resp. 0 und 2 n , Das 
innere Integral ist 


(15 a) ^IcQdQ j 

unter dem Integral stebt daher, da Ic eine iiberall end- 
liclie Punktion der Koordinaten ist, eine Punktion, die 
aucb fiir ^ = 0 endlicb ist, d. h. auch. beim tJbergang zu 
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^ = 0 behalt das Integral (15 a) nnd daher der Ausdruok (15) 
flir V einen endlichen Wert. 

Fur den Fall, daB der Pnnkt A nicht im Innern der 
anzielienden Masse Hegt, sondern anf der Grenzflaclie, ist 
die Torstehende Argumentation dahin zu modifizieren, daB 
man die «-Aclis6 mit der inneren Flachennormale des 
Punktes A zusammenfaUen laJ3t und die Integration naoh 
■& Ton 0 bis 4*^, statt von 0 bis jt, erstreckt. F bleibt 
aucb in diesem Falle endlich. 

Durcb die Substitution (14) und (14 a) erbait man 
ferner fur die X-Komponente der Anziehung: 

fc (I — a;) dv _ ff fk q c03‘& q^Aq sin' i9' dcp 

e® ~JJJ' ' 

Das Integral nach g ist bier 
(16 a) 

und dies bleibt fur (3 = 0 ebenfalls endlicb, mitbin aucb 
X und ebenso Y und Z . 

Zusatz. ■ Um dieUmgebung des Punktes A zunacbst 
vom Integrationsgebiet auszusoblieBen, ist bier eine um A 
bescbriebene Kugelflacbe gevablt. Man batte an deren 
Stelle eine beliebige andere gescblossene Flacbe nebmen 
konnen; dann Triirde d die (mit der Eicbtung verander- 
licbe) Verbindungslinie des Punktes A mit einem Punkte 
Jener Flacbe bezeiobnen. Beim Grenziibergang wd aucb 
bier <3 = 0, das Eesultat bleibt dasselbe, ist also unab- 
bangig von der besonderen Eatur der AbscblieBungs- 
flaobe, 

c) Aucb fiir Punkte der Masse gelten die Glei- 
obungen (A), S. 28. 

Durcb unsere Transformation baben die Ausdrucke 
fiir X und F Formen angenommen, die nicbt mebr den 
Zusammenbang zwiscben F und X erkennen lassen. Der 
Grund dafiir liegt darin, daB dem angezogenen Punkte 
dadurcb, daB er zum Anfangspunkte der Polarkoordinaten 
gemacbt ist, eine feste Lage gegeben ist; beim Differen- 
tiieren nacb x, y , z aber ist der Punkt als veranderbcb 
anzuseben. Dm zu zeigen, daB aucb nocb fur Punkte 
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der Masse die Gleichungen (A), S, 28 gelten, kann man 
MgendermaBen verfahren: 

Man bereoline den Wert des Potentials V nicht fiir 
den Punkt A , den Anfangspunkt der Polarkoordinaten, 
sondern fiir eiuen veranderlichen Punkt , z^) , 

der aber innerbalb der urn A mit dem Radius <5 be- 
scbriebenen Kugel liegt. Handelt es sich urn die Unter- 
suchung der X-Komponente, so braucbt man nur die 
a(-Koordinate von (Aj) als veranderlicb. anzunekmeu, kann 
also 2/1 = 2 / und ^i = s setzen. Dann gilt fiir F(Ai), 
d. b. das Potential im Punkte A^ , die Gleiobung 


wo 


Jff- 


F(Ai) 

q' = in — ooi)^ + in 


hdv 


JJJ q' 




ist. Piibrt man wieder raumlicbe Polarkoordinaten mittels 
der Gleicbungeu (14), (14 a) ein, so wird 

q' = ■)/p^sin^'i9' + (pcost? -|- X — x^y , 

daber 

(15b) l^(Ai) = f f f dg Bind' d'd‘ dtp 

JJJ Yq^ B ing'd + {g cosd + x — x^y ’ 

wobei die Grenzen fiir g , d , tp dieselben sind wie oben. 
Differentiiert man (15b) nacb cPi, so folgt: 

(15 c) = /'/' ddd^ig cosd + x x^) 

JJJ sin^i? + {g cos# + X — iTi)®)* ’ 

und nimmt jetzt die Veranderbcbe Xj_ den Wert x an, so 
gebt 7(Ai) in F(A) = F iiber, und 

V dx-^ /%=«: 


stellt den Wert dar, den im A annimmt. Anderer- 

ox 

seits gebt fiir x = x^ die recbte Seite von (15 c) in den 
Ausdruck (16) fiir X iiber, mitbin ist aucb fiir Punkte der 
Masse 

^ dr 
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d) Kontinuitat des Potentials nnd seiner ersten 
Ableitungen fiir Punkte der Masse. 

Zur Yorbereitung betrachten w die iiber das Yolnmen 
einer beliebigen Kngel erstreckten Integrale: 



in denen q den Abstand des Volumenelements dv yon 
einem festen Punkte A innerbalb der Kugel bedeutet. Den 
Wert yon kbnnen wir sofort angeben, da das Po- 
tential einer bomogenen Kugel, deren Dicbtigkeit h 1 
ist, fiir einen Punkt der Masse darstellt. Kacb Gleicbung (3), 
S. 49, ist also: 

(17a) 

falls JS der Kngelradius ist, r der Abstand des Punktes A 
yomlKugelmittelpunkte. 

Dm Jg ermitteln, macben wir A zum Anfangs- 
punkte eines Systems yon Polarkoordinaten, so wird, da q 
den Abstand eines Yolumenelemen- 
tes yon A bezeicbnet: 

dv = dq sin# dd' dcp 

und 

(17b) J^^^IJJdQBm'd'dd'dcp . 

i)ie Grenzen der Integration nacb q 
Sind p = 0 und q^q^, falls den 
Abstand des Punktes A yon einem 
Punkte der Kugeloberflache^be- 
zeicbnet. Ist M der MittelpuW 
der Kugel, ist|ferner MA^r^y, 
und wird die Linie A M zur Aobse" .der Polarkoordi- 
naten genommen, so sind in dem Dreieck MAB^ die drei 
Seiten und der 

Winkel B^A M ist == # , daber : 

+ ^0 ““ 2 cos# , 

woraus : 

(1 8) Qi — ^0 COS# + — fl sin^# 

folgt. | (Die zweite Wurzel der quadratiscben Gleicbung 
fiir wird negatiy, und q-^ ist stets positiy.) Fiibrt man 



i 



1 




f 

% 


r 


[ 

r 
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in (17 b) die Integration nach q aus, so erbalt man also, 
da nach # von 0 bis n, nach (p von 0 bis zu in- 
tegrieren ist: 


(17 c) 


St 

c/g == j'BiJX'&d'd j' d(p {vq QOB'd' + — rl sin^#) 

06 

= 2 zc — rl sin^i? sin'^ d# . 

6 


Hierin ist: 

— rl sin^?9' < B , 


daher, da sini?' innerbalb der Integrationsgrenzen positiv ist: 


(17 d) <.2nBjsm'&d’& , d. b. J^dinB. 

0 

Nacb diesen Vorbereitungen betracbten wir zwei sebr 
nabe Punkte J., A! der Masse nnd konstruieren eine Kngel 
mit dem Mittelpnnkte M und dem sebr kleinen Radius d 
derart, daB A und A' beide innerbalb der Kugel liegen. 
Durcb die Kugelflacbe d wird die anziebende Masse in zwei 
Teile zerlegt, den Teil I auBerbalb, den Teil II innerbalb 
der Kugel d . Dementsprecbend zerfaUt das Gesamtpoten- 
tial F der Masse fiir die Punkte A und A' in zwei Teile: 


F = Fj + Fjj . 

In bezug auf den Teil I sind A und A' auBere Punkte, 
Ff andert sicb daber kontinuierlicb beim tJbergang von A 
naob A' . Ferner ist: 

wobei die Integration tiber das Innere der Kngel d zu er- 
strecken ist. Setzen wir bierin statt des Teranderlicben Ic 
den groBten absoluten Wert K , den Tc innerbalb der Kugel 
annebmen kann, so wird: 

lrjr\<Kjll^, d.b. {Vji)<E27z{d^-iWA^), 

[naob (17 a)], also sicber: 

\Vu\ <27tK-dd 
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1st nun der Abstand der Punkte A und A' unendlicb Idein, 
so kann man ^ unendlicli Idein von derselben Ordnung 
nelimen, Vn wrd also fur A und fur A' unendlicli Idein von 
der Ordnung , also wird auch die Anderung von Fjj beim 
tJbergang von A nacb A' unendiicb klein von bochstens 
derselben Ordnung; mitkin ist die Gesamtanderung von V 
bei diesem tJbergang unendlick klein, cL b. V andert sich 
kontinuierlicb. 

Fiir die Z-Komponente baben wir entsprecbend; 
und war ist: 

wobei die Integration uber das Innere der Kugel d zu er- 

^ ^ 

strecken ist. ist als Kosinus des Winkels, den q 

Q 

mit der «-Acbse bildet, absolut genommen, kleiner als 1 . 
Setzen wir dafiir 1 und zngleicb an Stelle von h wieder 
seinen absolut grdJJten Wert, so wird: 

[nacb (17 d)]. Xn wird also fur A und fiir A' mit d uuend- 
licb klein von gleicker Ordnung; dasselbe gilt von der 
Anderung von Xu beim ttbergange von A naoh A', und 
Xi andert sich bei diesem tJbergange unendlich wenig, da 
A und A' in bezug auf den Teil I auBere Punkte sind. 
Mitbin andert sich auch X fiir Punkte der Masse konti- 
nuierhch. 

Die vorstehende Argumentation, die voraussetzte, daB 
A und A' innerhalb der anziehenden Masse lagen, laBt 
sich leicht auf den PaU iibertragen, daB die Punkte A 
und A' der Oberflache der Masse unendlich nahe hegen, 
und zwar A innerhalb. A' auBerhalb. Konstruieren wir 
auch hier eine die Punkte A und A' umschheBende Kugel 
vom Eadius ^ , so tritt gegen vorher nur der TJnterscMed 
ein, daB der mit 11 bezeiohnete Teil der Masse nicht das 
gauze Innere der Kugel d einnimmt, sondefn nur einen 
Teil des Kugelvolumens. Die vorher mit J^ und Jg he- 
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zeiehneten Integrale sind daher niclit iiber eine voile Kugel 
zu erstrecken, sondern nur iiber einen Teil derselben; die 
absolnten Integralwerte ■werden dadnrch nocb kleiuer als 
vorher, und die Eelationen; 

I ^ 11 1 < 2 7T iC (3^ , I Xii I <,^71 Kb 

gelten erst recbt. Es bleiben also alle daraus gezogeuen 
Schliisse bestehen. Wir haben somit den 

Satz: Eas Potential und seine ersten Ableitungen, 
die Anziebungskomponenten, andern sicb sowobl fiir 
Punkte der Masse, als beim Ebergange von diesen 
zu auBeren Punkten kontinuierlicb. 


Kapitel 6 . 

Die zweiten Ableitungen des Potentials fur Punkte der 

Masse. 


a) Die Metbode des Kap. 5 versagt bier. 

Wird, wie in Kap. 5, um den angezogenen Pnnkt A 
{x, y , z) eine Kugel vom Badius b besebrieben, der inner- 
halb dieser Kugel liegende Teil der Masse zunacbst aus- 
gescblossen, dann der Wert von 7 nicbt fur den Punkt A , 
sondern fiir den Punkt A^ mit den Koordinaten y , z 
berecbnet, 'so wird 7(Ai) durcb die Eormel (15 b), S. 55, 
seine Ableitung nacb durcb (15 c) bestimmt. Differen- 
tiiert man (15c) nocbmals nacb %, so folgt: 



[(yp^sin^i? + (g cos# + X —.XxY)' 
_j 3(g co s# + X — Xj)^ 

(yp^ sin^ # + (p cos#.+ X — 



Setzt man bierin x^ = x, so wird: 
,^d27(A,)\ 

/ Xi^ — X 


V dxf 


Jc 99 


■ + 


3 0^ cos^'?9’\ 

^ J 


+ 3 d'& d(pj— dQ . 


Die Grenzen des inneren Integrals sind d nnd n -= n., 

dW 

nnd Tim den Wert von ■ im Punkte A zu erkalten, 
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muB man den Grenzwert des Integrals fur <5 = 0 snchen. 
Nun ist: 


lim - do 
«=oj Q 

logaritlimiscli unendlich. Wegen des Faktors (—1 + 3 cos^i?) , 
der, da •& von 0 Ms n variiert, 'tells positiv, tells negativ 

d'^V(A ) 

1st, steUt also der Ausdruck von ^ fdr a;^= cc , 

d = 0 elne Summe von GUedern dar, die unendlich groB 
aber tells posltlv, tells negativ slnd, d. h. unsere Trans- 
formation fuhrt auf elnen unbestlmmten Ausdruck fiir 

Sy 

Die Umformung, die fur 7 und zum Zlele ftihrte, ver- 

sagt Mer also. Zur Untersuchung der zweiten Ableltungen 
von F, deren Verhalten wlr In dem spezlellen Falle elner 
homogenen Kugel fruher kennen gelernt haben, muJ3 daher 
ein anderer Weg elngeschlagen werden. 
b) Die Gaudschen Hilfssatze*). 

Der Dntersuchung der zweiten Ableltungen des Po- 
tentials fur innere Punkte scliicken wlr zwei Blilfssatzo 
voraus, die auch spater vielfacb anzuwenden sein werden. 

I. Sind f und 9 ? zwei Funktionen von | , rj , 'Q , 
•he innerhalb eines endlichen Eaumes T iiberall end.-- 
lich, stetig und einwertig slnd und bestimmte endliche 
erste Ableltungen besitzen, so ist; 

wobei die dreifachen Integrate ub'er das Volumen von T 
das Doppelintegral liber die Oberflache von T zu erstrecken 
Bind; (IV , $) ist dabei der Winkel, den die positive Eichtung 

i*) Obwohl Gaufi die hier zu beweisenden Satze nicht all- 
gemein ausgesp-ocben, sondern nur spezielle Falle derselben ab- 
geleitet hat, ist die Benennung der Satze nach Gaufi doch gereoht- 
» Methode der Ableitung herrflhrt : vgl. Gauh ’ 

Abhandlung iiber die Anziehung der Ellipsoide, Oommentatioiies 
BOO. reg. scient. Gottingensis, Vol. 11, 1813. 
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der f-Achse mit der aufieren Normale des Inteffrations- 
raumes bildet. 

Beweis. Ersetzen wir in dem linksstehenden Integral 
dv durch didfjdC und nehmen die Integration nach f als 
innere, so heifit das: es soli zunachst fiber die Volumen- 
elemente integriert werden, die langs einer ParaUele zur 
^-Acbse liegen. Die Grenzen von f bestimmen sicb dnrcb 
die Werte, die i an den SteUen annimmt, in denen iene 
ParaUele in T eintritt nnd austritt. Die in Eede stebende 
ParaUele kann die OberflacUe von T in zwei, vier, seeks Oder 
mehr Punkten schneiden; die Zabl der Scbnittpunkte ist, 
da der Earnn T ein endliober ist, stets gerade. Hehmen wir 



z. B. an, der Eaum T babe eine scbalenfSrmige Gestalt, 
sei also von zwei Placben , Pg begrenzt, von denen die 
erstere die zweite ganz umscbUeBt, und Pj babe auBer- 
dem eine Einbiegung, so wird eine ParaUele zur Acbse i 
die Oberflacbe von T in zwei oder vier Oder sechs Punkten 
treffen. Pur den Pall von seobs Scbnittpunkten baben wir 
drei Eintrittspunkte , B^ und drei Austrittspunkte 

■® 2 ) -®4 ) -^6 • Bezeicbnen wir die |-Koordinaten dieser 
Punkte durcb die entsprecbenden Indizes, so ist naob f 
zu integrieren von bis , ferner von bis A , end- 
licb von bis f, . Somitist: 
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und fiir Parallele, die nur viermal treffen, fallt das letzte 
Integral reclits, fiir Parallele, die nur z-weimal treffen, fallen 
die beiden letzten Integrals fort. Die Grenzen fur rj und C 
ergeben sicb aus der Projection der auBeren Grenzflache 
auf die ?;C-Bbene. Integriert man recbts nach.f teiltveise, 
so folgt: 


(2) 


'f^dv=j jdtj dC {-(/■ (p)h + if 9)h— if <Ph 

+ (fipk — ifvk + {f 


Darin ist {fcp)^^ der Wert, den = annimmt nsw. 

Eerner konnen wir, analog wie in (1): 


(2 a) 



J^cpds+J^<pd^+J^q,ds: 

Si Sz Sa J 



setzen, wo die Integration reclits liber den Eanm T zu 
erstrecken ist. Was ferner die Doppelintegrale anf der 
recbten Seite Yon (2) betrifft, so konnen wir diese durch 
ein liber die gesamte Oberflache zn erstreckendes Integral 
ersetzen. Betracbten wir namkcb ein Elacbenelenaent drjdC 
der ?yC-Ebene Tind erricbten nber demselben als Grand- 
flacbe ein reohtwinkliges ParaUelepipedon, so scbneidet 
dasselbe an den Stellen , Eg , ... ans der Grenzflache 
von T je ein Elachenelement ans, do^ in dOg in Eg , . . . , 
nnd das betraehtete Element drjd^ ist sowohl die Pro- 
jektion von doi, als von do^ nsw. anf die ^^f-Ebene. 
Zwischen einer Elache do nnd ihrer Projektion drjdC be- 
steht aber die Eelation 

dfj dC = do • cos(do , t) y 

wo {do, den spitzen Winkel* zwischen do nnd der 
^/t-Ebene bezeichnet, nnd dieser ist gleich dem spitzen 
Winkel zwischen der f-Achse nnd der I:^ormale von do. 
Dm diesen Winkel nnzweidentig zn bezeichnen, nennen 
wir (JSf, denjenigen Winkel, welchen die positive Eich- 
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tung der f -Achse mit der (in bezug anf den Integrations- 
ranm) nach auBen geriohteten bTormale bddet, nnd geben 
]e naobdem es sicb rnn die Stelle bandelt’ 

der toale .y den Index i, 2/3, ?. Dann isfnn: 
mittelbar ersichtlicb, daJ 3 bei jedem Bintritt in den Inte- 
grationsraum die Parallele znr positiyen f-Aebse mit der 
aufieren Normale einen stumpfen, bei jedem Austritt einen 
spitz^ Winbel bildet. Es ist also der spitze Winkel 
zwiscben der Formale nnd der f-Acbse 1 . an den 
SteUen , B^, ... resp. n — (JV". , f) jt _ 

’ fi’ ■ m' ’ den Stellen B^,B^,\.! 

(^2 ) S) ) (.^<t j S) j • Somit baben wir: 


df]dt== do,, cosier Oder dijdC ^ -do, gos{N„ S) , 
= do^ ■ COS(JV2 ) f) = +d02 008(1^2 ) f) ) 

= <^03 • cos[7i — (ifg , I)] _ —dog cos(jV’3 ) f) ) 


Wenn w nnn in dem DoppeUntegral anf der recbten- 
Seite von ( 2 ) drjd^ an der SteUe dnrcb —do, oosiN, f) 
an der Stebe dnrcb +^03 cos(J^2 , f) , ... ersetzen,’ ’ 
erbalten Avir: 


SO 



fjd‘ 1 ] df {—(f + {f 93)1^ — (/■ _| >. 

=//(+ (/ <P)h^o, aosiN, , i) + (f(p)^Jo^ cos(iV 2 , f) 
+ (/’9’k dOg cos(A'3 , f) . 


Da Imks fiber die Blacbe der i^ f-Ebene zn integrieren 
ist, die sicb dnrcb die Projektion der anBeren Grenzflacbe 
von .P anf die jj f-Ebene ergibt, nnd da man, wenn man 
Element drjd^ des Integrationsgebietes die zn- 
geborigen do,, do^, do^, ... nimmt, alle Elements der 
Gesamtoberflaebe von T erbalt, so kann man das Integral 
anf der recbten Seite von ( 3 ) knrz so scbreiben: 

( 3 a) fjf<pcos{N, ^)do , 


wobei die Integration fiber die gesamte Oberflacbe des 
Integrationsranmes zu erstrecken ist. Mittels der Glei- 
cbnngen (2 a), ( 3 ), (3 a) gebt die Gleiobung (2) nnmittelbar 
in die zn beweisende Gleicbnng (I) fiber. 
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Die Argumentation gilt fur jeden endlichen Inte- 
grationsraum T, 176101168 auch di6 Gestalt seiner Grenz- 
flaclien ist. 

Zusatz. In derselben Weise ergeben sioh zwei zu (I) 
analoge Gleicbungen, die man erhalt, wenn man in (I) 
f mit rj , resp. f yertauscht. 

Polgerungen. Fiir den Fall f=--l gebt die Glei- 
ohtmg (I) in folgende iiber: 

IlJ-'W 11^ cos (JV, I) do , 

und aus dieser wiedemm ergebeu sich, indem man (p = l f 
resp. (p^ S setzt, die beiden GauBscben Satze: 

1. Das uber die ganze Oberflaclie eines Kotpers 
erstreckte Integral 

i)do 

hat den Wert Null. 

^ 2, Das Yolumen eines Kbrpers wird durch das 

uber die ganze Oberflache erstreckte Integral 

//fcos(Y, 

ausgedriickt. 

Der Satz 1 HeBe sich iibrigens noch erweitern, wenn 
man (p nioht = 1 , sondern gleicb einer willkiirliclien 
Eunktion you t] und t setzt^ die aber f nicht entlialt. 
Es ist also 

//v(i? , 0 cos(A?', I) do = 0 . 


II. Es seien f und cp wieder zwei Funktionen, die 
innerhalb eines endUchen Eaumes T uberall endlich, stetig 
und einwertig sind und je eine bestimmte endliche Ab- 
leitung nach q besitzen. Es bezeicbne ferner q den Ab- 
stand eines Punktes yon T Yon dem festen Punkte 0 . 
Wir • betrachten das liber T erstreckte Integral 




dcp dv 
dQ 


und nnterscheiden dabei drei Falle : a) der f este Punkt O 
liegt auBerhalb des Eaumes T, y?) 0 liegt innerhalb T, 
y) 0 liegt auf der Oberflache von T. 
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TT.it Mbren wir raumUclie Polarkoordinaten 

Sf dann Volnmenelement von T 

= e^dQSin§d‘&d<p , 

und in dem dreifachen Integral (6) nelimen wir die Inte- 
gration nach g als innere. 

Pall a) Liegt 0 anUerhalb T, so sclineide ein be- 
bebiger von 0 aus gezogener Badius die Grenzfiache von T 
m B, und B, (der Einfachheit halber nehmen wir vor- 
lanfig an, daC nur zwei Scbnitt- 
punkte existieren), und pj, 

seien die Werte, die ^ in Bj, Bj . ,o 

annimmt. Dann wird 


(6) J' = , 


(?3 

f8in'&d-&d<pjf-^dQ 


ei 



Fig. 15. 


sind'd'd'dcp — dco ist ferner das 
Plachenelement einer um 0 be- 
schriebenen Kugel vom Ea- 
dius 1, und die Grenzen in 
bezug auf <p werden durcb 
den pil der in Bede stebenden Kugelflacbe bestimmt der 
aus dieser durcb den von 0 an die Oberflacbe von T ge- 
legten Tangentialkegel ausgescbnitten wird. Durcb teil- 
weise Integration folgt 


(7) J^jjdo) {~(f(p\, + (f -Jjd(oj-^,pdQ . 


St 


Entsprechend (5) kdnnen wir das dreifacbe Integral auf 
der recliten Seite yon (7) so schreiben: 


(7') 


“/■ 


^df 


d(o\-j-<pdQ== 



df dv 
8 q 


Das in (7) auftretende Doppelintegral laBt sicb durcb 
ein uber ^e Oberflacbe von T erstrecktes Integral aus- 
drucken. Tnfft der Badius OB^B, die um 0 besebriebene 

w anger in, Theorie des Potentials I. 5 
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Binlieitskugel in B nnd ist dm das bei B liegende Placben- 
element dieser Kngel, so verbinden wir alle Punkte des 
TJmfangs von dm mit 0 ; dadnrcb entsteht eine Kegel - 
flacbe (in weiterem Sinne), die (eventnell verlangert) aus 
der Oberilacbe von T in das Plaobenelement do^, in 
B^ das Flacbenelement do^ ansscbneidet. Wir beschreiben 
ferner um 0 mit den Eadien == nnd OB^= 
Hilfskngeln, ans denen jener Kegel die Flachenelemente 
do> 2 , resp. dm^ ansscbneiden mdge. Da dm^, dm^ und dco 
entspiecbende Stiicke konzentrischer Kngelflachen sind, so 
verbalten sie sick wie die Quadrate der Eadien, d. b. es ist 

( 8 ) dm^ = Q\dm, dm^ = Qldm. 

Ferner konnen wir, da alle dnrck den Umfang von do^ 
gekenden Kugelradien anck dnrck den Umfang von dm^ 
geken nnd anf dm2 senkreckt steken, dcoj als Projektion 
von do2 anseken. Daker ist 

dm2 = ^<>2 • cos{do 2 , dm2) ) 

wo {do2 , dm2) ^en spitzen Winkel zwiscken beiden Ble- 
menten bezeicknet, und dieser spitze Winkel ist gleick 
demjenigen Winkel (Wg , gj), den die auBere Flacken- 
normale von dOg mit der Eicktnng des wacksenden q 
(d. k. also mit der Eicktnng von 0 nack Eg kin) bildet, also 

.(9) dm 2 = • cos (2^2 , Q 2 ) • 

Bine aknlicke Beziekung findet anck zwiscken dm^ nnd do^ 
statt; nnr ist zn beackten, dafi an der Eintrittsstelle E^ 
die Eicktnng des wachsenden q mit der anBeren Flacken- 
normale JV^ einen stnmpfen Winkel bildet, daB dort also 

(9a) dcoi = doi cos[7i - , ^j)] = —do^ cos(E'i , qj) . 

Mittels (8), (9), (9 a) konnen wir dm sowokl dnrck dog, 
als dnrck do^ ansdrnoken: 

( 10 ) dm = cos(-y2 , gg) ^ dc>^cos(iy^, gj^) 

qI el 

Ersetzen wir in dem Doppelintegral anf der reckten Seite 
von (7) dm einmal durck den einen, das andere Mq] dnrck 
den zweiten dieser Werte, so erkalten wir 


9' 
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und da den samtMchen in Betraeht kommenden Plachen- 
elementen dco der Binheitskngel die samtliehen Flachen- 
elemente do der Ober^ke Ton T entsprechen, so stSt 
die i^chte Seite von (H) ein uber die ganze Oberflache 
Ton T erstreektes Integral dar, das -wir kurz so schreiben: 


(11a) 


Th 


cos{F, q) 


■^do . 


Wir kaben daker far den PaU cc), wo 0 anBerhalb des 
Integrationsranmes liegt, das Eesnltat: 


{II«) 


Jiff. 


d(p dv 




<p- 


dv 



Fig. 16. 


wo die dreifachen Inte^ale iiber das 
Volumen, das Doppelintegral iiber die 
OberMcke Ton T zu erstrecken sind. 

Zusatz. DaB das Eesnltat auck 
ricktig bleibt, wenn die Ton 0 ans ge- 
zogenen Eadien Oder ein Teil derselben 
die Oberflache Ton T in mekr als zwei 
Punkten sekneiden, ergibt sick folgen- 
dermaBen. Die Zakl der Schnittpunkte 
muB stets eine gerade sein; ist sie z. B. 4, so tritt an 
Stelle der Gleichung (6) die folgende: 

Zu den Gleickungen (10) kommen ferner nock die folffenden 
hinzu * 


+dOiW8{W^,g^) 

el 


idogcos^, Q,) 


el 


5 * 
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und die beiden Seiten von (11) haben vier statt zweier 
Summanden. Ansdruck (11a) aber bleibt ungeandert, da 
sicb Mer erst ans den vier Siimmanden samtliche Ober- 
flacbenelemente von T ergeben. 

Ist das Integrationsgebiet T sclialenformig, so kann O 
naturliob anch dem inneren hohlen Eanme angeboren. 

Fall /?). Liegt 0 im Innern 

^ Ande- 

/ Wert ^ = 0 , 

/ [ ^ der vorher auBerbalb des Inte- 

[ V V / grationsgebietes lag, jetzt depa- 

\ ^ j selben angehort, daB infolge- 

'V dessen die untere Grenze von q 

Full ist, die obere der Wert , 
Fig. 17 . der dem Punkte angebort, 

in dem irgend ein Eadius die 
Oberflacbe von T scbneidet. An Stelle der Gleicbung ( 6 ) 
baben wir daber: 


J = jj Bm'd'd'&d(p j f -—dg 


JFerner erstreckt sicb die Integration naob #, 99 iiber die 
ganze Oberflacbe der urn 0 mit dem Eadius 1 bescbriebenen 
Kugel. Die teilweise Integration ergibt bier: 


Uco{-ifcp), + {f<p)J 


-(pdg , 


Ilun ist zu beacbten, daB {f (p)^ den Wert von /“• 99 im 
Punkte 0 bezeiobnet, und dieser ist fur alle dco derselbe. 
An der Stelle ferner ist, da B^ bier eine Austritts- 
stelle von q bezeiobnet, 

Jl... _ +^?lCOS(^j , Qt) 


Somit wird 


r ^Oi cos(jyi, ei) {f<p)e 


— d(o 


f§^'<pd&. 


0 
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Das Integral 

Ifdco 

stellt die Oberflache der um 0 mit dem Eadius 1 be- 
scbriebenen Kugel dar, ist also == 4 tt , Die samtbchen do, 
bilden die ganze Oberflache von T, nnd in dem dreifachen 

Integral rechts hann man Avieder dco • dQ dnrch ei- 

setzen. Demnach erhaiten wir, falls 0 innerhalb des 
Integrationsranmes T liegt, das Eesultat: 


mn\ _fff<p(ios.{N,Q)do rrrdf dv . 

de -JJ 




wo (f (p)o den Wert von f<p im Punkte 0 bezeichnet. 

Znsatz. Schneidet ein Teil der von 0 ansgehenden 
Eadien die Oberflache von T in mehr als einem Punkte 
so kann man T dnrch eine Hilfsflache in zwei Teile zer- 
legen, einen Teil Tj , innerhalb dessen 0 liegt und dessen 
Oberflache von jedem Eadius nur einmal getroffen wird 
und einen Tefl , fiir den 0 ein auJJerer Punkt ist. Das 
Tiber den Eaum T erstreckte Integral zerfallt dann in 
zwei Integrate, fiber und iiber , und fur das erste 
derselben gilt die Gleichung (II^), fiir das zweite die 
Gleichung (11 a), Addiert man die so erhaltenen Glei- 
chungen, so ist die Summe der uber und erstreckten 
Integrate gleich dem fiber T erstreckten; und was die 
Oberflachenintegrale betrifft, so heben die fiber die Hilfe- 
flache erstreckten Teile derselben wegen der entgegen- 
gesetzten Hormalenrichtung 
einander auf. Somit gilt 

auch in diesem Palle die 
Gleichung (II^). 

Pall y). Liegt der 

Punkt 0 auf der Oberflache 
von T, so kann man die 
Argumentation des PaUes /S) 
wortlioh anwenden, nur mit 
dem Unterschiede , daB das 
Integral fjdco hier nicht fiber die ganze Kugelfiache zu 
erstrecken ist, sondern nur fiber eine Halbkugel, Denn 
die von 0 aus nach anderen Punkten der Oberflache von T 



F%. 18 . 
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gezogenen Hadiea treffen von der nm 0 besehriebenen 
Einheitskugel nxir die Punkte derjenigen Hapkugel, die 
begrenzt ‘wixd von der in 0 an die Oberflacbe von T 
gelegten Tangentialebene , vorausgesetzt, daB jeder dieser 
Badien die Oberflacbe von T anfier in 0 nnr einmal 
Bcbneidet. Im Ealle y) erhalten vir somit dasselbe Besultat 
wie im Falle jd), nnr daB im letzten Summanden rechts 
in (Il/d) in durcb 2n zu ersetzen ist. 

Sind -weitere Scbnittpnnkte vorbanden, so ist dieselbe 
ttberlegung anziiwenden, wie im Znsatz zn Pall ^). 

Die Besnltate der drei Palle kdnnen folgendermaBen 
zusammengefaBt werden: 

Dnter den obigen Voranssetzungen iiber f, <p 
(s. S. 64) gilt fur irgend einen endlicben Baum, 
dessen Volnmenelement dv und dessen Oberflacben- 
element do ist, die Gleicbung 
/rn fff?<ioa{N,Q)do 


(no 


und zwar bat K, je nacbdem der Punkt 0, von 
dem aus g gereobnet wird, auBerbalb T, innerbalb T 
Oder auf der Oberflacbe von T liegt, resp. den Wert: 
0, ^in(f(p)Q, —2n{fcp\. 


Folgerungen. Aus (II) ergeben sieb mebrere inter- 
essante, zuerst von GauB ausgesprocbene Folgerungen, wenn 
man;d=l setzt und der Punktion?? spezielle Werte erteilt. 
f=l 051 = 1 gibt den Satz: 

' ' * KCKwr; 

Bas uber die gesamte Oberflacbe eines Korpers 
erstreckte Integral 



do cosjF, q ) 
—^2 


wird entweder == 0 oder ^ 2n oder == 4:7r, je nacb- 
dem der Anfangspnnkt von q anJBerbalb des Korpers 
liegt Oder anf seiner Oberflacbe oder innerbalb des 
Korpers liegt. 

(p gibt, da bier {(p\ == 0 ist, den Satz5: 

Bas Tolumen eines Korpers ist gleicb dem nber 
die ganze Oberflacbe erstrebkten Integral 

illQC 0 s{N, Q)do . 
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c) Transformation der Ansdriicke fiir die An- 
ziehungskomponenten. 

She wir zu unserer eigentlicken Aufgabe tbergehen, 
'wenden wir den Hilfssatz I znr Transformation der An- 
ziehungskomponenten einer raumlioben Masse an; und 
damit die Voranssetzungen des Satzes I tiber die Endlicb- 
keit der Funktionen / und g? erfullt sind, nekmen wir 
zunackst an, der angezogene Punkt kege auBerkalb der 
anziekenden Masse. 

Neben der im Kapitel 3 abgeleiteten Gleickung 

I — e_ 

8x 


bestekt, da eine Vertauschung von x und f den Ausdruok 
von Q nickt andert, die andere: 

Q _ 35 f _ / I — 

^Tf ~~ \ ^ ’ 

Baker wird fur irgend eine anziekende raumlicke Masse 



Unter der Voraussetzung, dafi Jc stetig ist und be- 
stimmte endlicke erste Ableitungen besitzt, kann man 
auf (12) den ersten Hilfssatz anwenden. Dadurok wird 


(12 a) 


dV ffhGos{N, i)do , fffSh dv 

_ = -JJ ^ i-JJJ e$ g ’ 


und zwar ist das dreifacke Integral ’uber das von der 
anziekenden Masse eingenommene Volumen, das Doppel- 
integral Tiber die Oberfiacke der Masse zu erstrecken. 

Von dieser fur auBere Pimkte abgeleiteten Formel 
laBt sick nun zeigen, daB sie auck nock gilt, wenn der 
angezogene Punkt ein innerer ist, d. k. der anziekenden 

Masse angekort, falls nur iiberall 7c stetig und endUck 

ist. Zu diesem Zweck umsokliefien wir, wie fruker, den 




72 I. Das Potential und seine charakteristisclien Eigenschaften. 

angezogenen Punkt A durcli eine Kugel Ton dem kleinen 
Radius (5 und bezeiehnen mit I den Teil der anziehenden 
Masse auBerbalb dieser Kugel, mit das Potential dieses 
Teiles. Auf Vj konnen wir die Formel (12a) anwenden, 
aa ja A der anziebenden Masse nicht angehort; nur ist 
dabei zu beachteb, dab auob die Kugelflache d zur Be- 
pnzung des Teiles I gebSrt, dafi daher das in (12a) auf- 
tretende Oberflacbemntegral sowobl fiber die auBere G^renz- 
Hache P der gesamten Masse, als fiber die Kugelflfiehe d 
die wir mit K bezeicbnen woUen, zu erstrecken ist Be- 
zeichnen wir das Integrationsgebiet dadurcb, da6 wir 


12b) ^ _ 


cos{N, do f f f dv 

^ A Jn j- 


A ist dabm die Riobtung der auBeren, d. b. der der an- 
ziebenden Masse abgewendeten Kormale, also ffir S Z 
nacb dem Innern der Kugel gericbtete Kormale, 

In dem Integral 

j:^- /’ /’fecos(jy, i)do 


pS° S ^ Aofang,- 

do = 


zugleich ist an der Kugelflache K : 

^ . (? = d . 

Es wird also: 

J ==l-dJfhco8(F, i)Bin&dd-d(p 

\J\< dlcifjsin'&d'&dfp , d. b.: \J\<:8\ln. 
\ ist jedenfalls endlicb, daher wird: 

lim |J| == 0 . 

j=o 
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Masse gefullten Raum uber. Dafi fur <5 = 0 das dreifache 
totepal auf der rechten Seite von (12 b) einen endlichen 
v\ert hat, folgt aus der sogleich noch zu erdrternden Be- 
deutung dieses Integrals. Somit geht fiir 5 = 0 die Glei- 
chu^ (12 b) in (12 a) iiber, nnd diese gilt demnacb aucb 
iiir Punkte der anziebenden Masse. 

K . Bedeutung der in (12 a auftretenden Integrals 

betrifft, so stellt: ^ ® 

das Potential derjenigen Masse dar, die in dem gegebenen 

Yolumen mit der Dichtigkeit ~ ausgebreitet ist. Ent- 
sprechend ist: c? • 

(13b) W = - 


das Potential der mit Masse von der Dichtigkeit 
X = —Jc cos {N, belegten Begrenzungsflache F des ge- 
gebenen Volumens. Wir haben damit sowohl fur auBere 

G ^ 

als fiir innere Punkte der Masse dargestellt als Summe 

zweier Potentiale, eines Oberflachenpotentials und eines 
Eaumpotentials : 

(13) -^^w + U . 


d) Transformation der zweiten Ableitungen 
von 7. Die Poissonsche Gleichung. Die Gleichung(13) 

^ Tx ®^“®Slicht die Untersuchung der zweiten Ableitungen 

von 7 fur Punkte der Masse. Denn da (13) sowohl fur 
auBere, als fiir innere Punkte gilt, so ist fiir beide auch: 


ew dTF 




dU 

dx dx 


(14) 

dp _ 

dx Differentialquotient eines Eaumpotentials so- 

wohl fur auBere, als fiir innere Punkte endUch und kon- 
tinuierlich, vorausgesetzt, daB die Dichtigkeit, d. h. — , 
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uberall endlich ist. das Flacbenpotential W ist der 

angezogene Punkt, wenn er nicht gerade auf der Ober- 
flache der gegebenea Masse liegt, eia auBerer, und daher 
dW 

andera sicb W und kontinuierlich. Auf den Pall, daB 

der angezogene Punkt auf der Oberflacbe liegt, -wenden 
wir die Gleichung (14) vorlaufig nicht an, da wir das Ver- 
halten von Plachenpotentialen und ihren Ableitungen fur 
den Pall, daB der angezogene Punkt der anziehenden 
Piache angehdrt, noch nicht kenneh. Liegt also der an- 
gezogene Punkt beliebig entweder auBerhalb Oder inner- 
halb der anziehenden raumlichen Masse, nur nicht auf ihrer 
Oberfiache, so sind die beiden Summanden der rechten 
Seite von (14) endlich und kontinuierlich, und das gleiche 

gilt mithin von 

du _ ew 




Bilden wir ans (13 a) und (13 b) ~ und so er- 

erbalten wir: ox 




7c cos (A^, £)(i — (v) 


-do -|- 


-Ilf 


die i 


d£ 


-dv , 


und diese Pormel gilt sowohl fur auBere, als fiir innere 
Punkte, mit Ausnahme von Punkten der Oberflache. Ana- 

loge Ausdriicke ergeben sich fiir ~ und man er- 

halt sie, wenn man in {U&) £, x mit r} , y , resp. mit 
vertauscht. Dureh Addition der so erhaltenen Ausdriicke 
folgt: 


( 15 ) 


AY = 


d^T dW dW 


dx^ dy^ 


+ 


- 1c\cob{F, i) 


dz^ 

i- 


~+oo 8(F, t 


0 //{ 


+ ooa{F,£)^-±] 


£ — St] do 


die £ — X ^ die Yj — y 


d£ 


dt] p 


I die £ — z \ dv 
d£ . Q I p® ■ 
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Zur Vereinfachung von (15) beachten wir, da6 

Yj ~ y I; — z , Q ^ 

~J~ ’ Eicbtungskosinns von q sind, und zwar 

fra die Eichtung vom angezogenen Punkte A nacb einem 
Masgenpnnkte hm, Daher ist: 


(16) 


cos(JV, 


— — + coa{N, rj) - — ^ 
Q Q 


c 




Fiihren wii ferner raumliche Polarkoordinaten mit A als 
Anfangspunkt ein, setzen also: 

l = ® + ecos#, ^^y + Qain^coscp, f =« + psin^^sintp , 
so Tvird : 




daher : 
(16 a) 


= COS 'i9- : 


^ — X 


S Yj 

Bq 


“2/ 


dQ 




J? — 

Q Q 


y , dh C ■ 
+ dc 


die 6^ dje drj 

Sq dij dg ~d^ ~d^ 


dh ac 


die 

eg 


Draob Anwendung von (16) und (16 a) gebt (15) in folgende 
Gleiohung uber: ' / o 

(15., .F— 

Auf das dreifache Integral reebts -wenden wir nun den 
Hibssatz 11 (8. 70) an, indem -wu- in demselben f = l 
<p = lc setzen, zugleicb den dort mit 0 bezeiebneten Punkt' 
von dem die Badien g ausgeben, mit dem angezogenen 
Punkte A zusammenfallen lassen. Each ienem Hilfssatze 
■wud: 

(x) Wenn A aufierbalb der anziebenden Masse, also 
auiserbalb des Integrationsraumes begt: 




fecos(A~, g) do 
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Tind dalier 

(15c) ^F„==0, 

wie es die Laplacesche Gleichung fordert. 

■ p) Liegt dagegen A innerlialb der anziehenden Masse 
(mit AusschluB der Oberflache), so wd: 

also wird, da (&)^=q der Wert von fc im Punkte A ist: 

Da dies fitr jeden Pankt im Innern der Masse gilt, so 
haben wir (mit Weglassung des Index) fitr innere Punkte 
beliebiger anziebender Massen die Poissonsche Gleichung: 

(15d) .AVi=^-inl. 

Die Vergleichung von (15 c) und (15 d) ergibt unmittelbar, 
dafi sich zIF beim trt)ergang von auBeren Punkten 
zu Punkten der Masse diskontinuierlich andert. 

Denn fitr Punkte der Masse hat zIF, wie nahe der an- 
gezogene Punkt auch der Oberflache liegen moge,, einen 
von Full verschiedenen Wert; fiir auBere Punkte dagegen 
ist, wie nahe dieselben auch der Oberflache liegen, JF = 0 . 
An der Oberflache selbst hat demnach zJF keinen bC' 
stimmten Wert. — 

Unsere Beweisftihrung setzte voraus, daB die Dichtig- 
keit h uberall im Innern der Masse eine endhche, stetige 
und differentiierbare Punktion der Stelle ist, und daB die 
ersten Ableitungen von Jc uberall endhch sind. DaB le 
stets endhch ist, hegt im Begriff der Dichtigkeit. Anders 
steht es mit den iibrigen Voraussetzungen, die durchaus 
nicht fiir jede Massenverteilung erfiillt zu sein brauchen. 
Es laBt sich aber zeigen, daB die obigen Resultate, ins- 
besondere die Gleichung (15 d), giiltig bleiben, wenn jene 
Voraussetzungen nicht fur die ganze anziehende Masse er- 
fiUlt sind, sondern nur fiir die unmittelbare Umgebung des be- 

STc 

trachteten Punktes A . • Wird zunhchst in einem Punkte 

dU 

unendhch [wodurch die an S. 73 geknupften Schlusse 
ungiiltig werden], so umgebe man diesen Punkt mit einer 
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beliebigen AbschlieBungsflSiche; durch diese 'wlrd die ganze 
anziehende in zwei Teile geteilt, den Teil I auCer- 

balb und den Teil II innerbalb der Flache. Die Potentiale 
beider Teile seien Vj und das Gesamtpotential also 

Vz+ V„. Anf Fj bonnen w , da im TeUe I — 

iiberall endlicb ist, die obige Transformation amvenden 
und es wird, falls A dem Teile I angebdrt, dFj = - 4 jrfc ! 
Fur den Teil II ist A ein auBerer Punkt; es bedarf daher 

der Transformation von-^ nicht, vielmebr wissen mi 

aucb ohne diese Transformation, daB Vn der Laplaceschen 
Oleicliung geniigt, = 0 . Somit wird fur den Punkt A : 

dF = AVz + AVjj = — 4 Jifc . 


Wird einer der Differentialquotienten Ton fc langs einer Linie 
Oder an einer Flache F unendlich, so hat man die Ab- 
schlieBungsflachen nur so zu legen, daB sie jene Linie, resp 
jene Flache F ganz umschlieBen. Ganz ebenso muB man 
verfahren, wenn To an einzelnen Stellen (Punkten, Linien 
Oder Flachen) diskontinuierlich ist. Denn an solchen 
Stellen haben die Differentialquotienten ron To ' keinen 
bestimmten Wert, und die bei der Beweisfiihrung be- 
nutzten Dilfssatze sind nicht mehr anwendbar. 

Mittels der angegebenen Methode erkennt man, daB dF 
noch einen bestimmten Wert hat, und daB die Gleichung {15d) 
gUt, wenn nur der betrachtete Punkt A nicht innerhalb 
der AbschlieBungsflachen liegt. Die Voraussetzungen iiber 
die Stetigkeit von To und die Endlichkeit der Differential- 
quotienten von To brauchen daher nur in unmittelbarer 
Umgebung des betrachteten Punktes A erfiillt zu sein. An 
Stellen, wo diese Bedingungen nicht erfullt sind, hat dF 
keinen bestimmten Sinn, ebensowenig wie an der Oberflache 
der anziehenden Masse, wo ja auch .die Dichtigkeit sich 
diskontinmerlich dndert, indem sie von einem endlichen 
Werte plotzlich zu hTuU iibergeht. Solche Ausnahmestellen, 
in denen dF seinen Sinn verliert, konnen keine raumliche 
Ausdehnung haben, das ist durch die Bedeutung einer Masse 
ausgeschlossen. Es sind also nur einzelne diskrete Punkte, 
Linien oder Flachen , in denen die zweiten Ableitungen 
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von. V ikren Sinn verlieren, und in denen daher die P o i s s o n - 
sche Gleichung nicht gilt. 

tJbrigens ist die Laplacesche Gleichung (15c) in der 
Poissonschen Gleichung (15 d) enthalten. Denn auBefe 
Punkte sind solche, in denen sich keine anziehende Masae 
hefindet, in denen also die Dichtigkeit h der anziehenden 
Masse = 0 ist. 

e) Aus der diskontinuierlichen Anderung von 
AV an der Grenzflache der Masse werden die ent- 

sprechenden Anderungen von -rr~r, .. ab- 

geleitet. . 

Um aus der diskontinuierlichen Anderung von A V an 
der Oberflache der anziehenden Masse die entsprechende 
Anderung der einzelnen Summanden von zl 7 , sovde die 
V ^^y 

Anderung von g - usw. abzuleiten, stellen wir folgende 

Betrachtung an. fioii, y, a) = 0 sei die Gleichung einer be- 
liebigen Plache und (p{x,y, z) eine Punktion, die fur alle 
Punkte der Plache verschvdndet. Wir fragen: welche Be-, 
dingungen muB 9 ? fur erne gegebene Plache erfiillen? Es" 
seien (o,y,e die Koordinaten eines Punktes P der Plache, 

X A- ^( 0 , y -{■ dy , e -\- dz die Koordinaten eines z-weiten 
Plachenpunktes P^, der P unendlich nahe liegt. Da 93 ftir 
aUe Plachenpunkte verschvdnden soli, so ist: 

(p{x, y,z)=^Q und (p{x + dx , y dy , z -{■ dz) = 0 . 

Entwickeln wir die linke Seite der zweiten Gleichung naoh 
dem Taylorschen Satze, ziehen dann die erste Gleichung 
ab und sehen von den unendlich kleinen Gliedern zweiter 
und hoherer Ordnung ab, so erhalten wir: 

Andererseits ist, da die Koordinaten von P und Pj der 
Plachengleichung geniigen: • 

A Sf 

Oder da _ proportional den Kosinus der 
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Winkel sind, welehe die Nomale N mit den Koordinaten- 
achsen bildet: 

(17b) cos{iV x) dw + cos(N, y) dy + cos{N, z)dz = 0 . 

Die Gleichung (17) muB nun fiir aUe Punkte Pj der Flache 
die P unendlicb nabe Uegen, d. h. fiir alle Wertsysteme 
dx,6y, dz erfiiUt sein, die der Gleicbung (17b) geniigen 
Setzen wir <3® == 0 , so folgt aus (17) und (17 b): 

d(p dw 

Jy 'JF “ ’ 

und ftir = 0 ergibt sicli: 

S<p dm 

= <^os(N, «) : cog(N, y) . 

Das gleicbzeitige Bestehen von (17) und (17b) erfordert 
also, daJB 



d(p ^ dcp ^ dcp 
dx dy ' dz 


oob{F, x) : cos(J\^, y) : cos(JN^, z) 


ist, welehe Gleichnngen wir anch so schreiKen kdnnen: 

{ dm Qw 

Tx = cos(P, ®) , = m cos(P, y) , 

ow 

-^ = mcos(N, «) . 


Nun sei fur einen beliebigen, mit Masse von beliebiger 
Dichtigkeit gefiillten Eaum das Potential eines auBeren, 
Vi das eines inneren (Massen-) Punktes. Nacb Kap. 5 
wissen wir, daB V und seine ersten Ableitungen sich beim 
Uberpng von Punkten der Masse zu auBeren Punkten 
kontinuierlicb fiindern, Nahert sicb also der angezogene 
Punkt einmal von aufien, das andere Mai von innen der 

Grenzflacbe, so nd.bern sicb und , wenn sie auch 

im allgemeinen durcb ganz versebiedene Punktionen dar- 
gestellt werden, demselben Grenzwerte, d, b. an der Grenz- 
flacbe der Masse ist 


(19) 


lim 


dx dx) 



J 
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und zwar gilt diese Gleichung fur jeden Punkt der Grenz- 
flaclie. Wir konnen daher auf die anf der linken Seite 
von (19) stehende Punktion die Gleichungen (18 a) an- 
wenden und erhalten 


(19 a) 


lim 
‘ lim 
lim 



dWi 

, daj^ 

dx^ 

'dw„ 

dWi' 

,dx dy 

dx dy. 

'dW„ 

dWi ' 

.dx dz 

dx dz. 


= m cos(iV', x) 
= mcos(JV', y) 
= m cos(-^, z) 


7 


7 


7 


WO unter lim 




der Wert zu verstehen ist, den 




annimmt, wenn der angezogene Punkt sicli von auBen 
einem Punkte P der Grenzflache der Masse beliebig nahert 
dWi dW- ’ 

. unter der Grenzwert von wenn der an- 

gezogene Punkt sick von innen demselben Punkte P be- 
liebig nahert. Setzen wir in (19) statt der Ableitungen 
von Va und* F; nach x die Ableitungen naoh y , resp. a 
so folgt ebenso: ' ’ 


(19 b) 


(19 c) 


lim 

lim 

lim 

lim 

lim 

lim 


/ dWg 'dW, ^ 
\dx dy 8x dy, 
( sWg eWj \ 

\ dy^ dy^ j 

\Sy di? Sy dzj 

/ SW, \ 

\dx de dx dz) 

(Sw, d^F\ 

\dy dz dy dzj 

V 6z^ da3 j 


I = «cos(iV, x) , 
I = n cos (A, y) , 

I = ncos(2f, z) ; 

I = p cos(A, x) , 
= pcos(A, y) , 
— p cos (A, z) . 
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Die li^en Seiten der zweiten Gleichung (19 a) und 
der ersten Gleichung (19 b) sind gleich, mithiS ist 


ebenso 

m cos(i^, z) ='p cos(J/‘, x ) , 
d. b. es ist 


m 


y) = n(io&{N, x) , 

n cos(JV, 2) = cos(JV, y) , 
V 


n 


co8(jy, a;) co&{N,y) cos(iV', «) ’ 

Oder, wenn der Wert jedes der gleichen Briiche mit k 
bezeichnet wird: 

(19d) m = keoa(2ir,x), n = k cos(]^, y) , p = kcos(W,s). 
Die Gleicbungen (I9a)-(19c) nehmen somit folgende 

n ci.n • ® 


Form an: 

Jim 

lim 

lim 


( 20 ) 


lim 

lim(; 

lim 



8Wi \ 

\ 

dx^ ) 


dwi] 

\ 

6y^ j 


8Wi \ 

\ 

6z^ ) 


ewA 

\dx dy 

6x By) 


8WA 

\dx dz 

8x 8z) 




= lcos2(W, a?) ; 

= >lco8*(W, 3/), 

= 1C0S2(W, 2) , 

= k cos(iV, x) cos(J’, y) , 


= lC08(iNr, y) cos(JV, 2) . 


Die Addition der drei ersten dieser sects Gleichungen gibt 
lim(JF„ - zlFi) = A ; 

und da zlT^ = 0, /dT^ = — 4 jt&, so wird 
(20a) A = -)-47rifc, 

wo jfc die Dichtigkeit der Masse an dem betrachteten 
Punkte P der Grenzflacbe bezeicbnet. 

Die Gleichungen (20) und (20 a) enthalten das ge- 
sncbte Eesultat. 


Wangerin, Theorie des Potentials I. 
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Kapitel 7. 

Verhalten des Flacheiipotentials und seiner Ableitungen, 
falls der angezogene Punkt sich der anziehenden Placke 

nahert. 

a) Erlauterung an Beispielen. 

Sdion bei Berechnnng der Anziebung, welcbe eine 
bomogene Kreisflacbe auf einen Punkt austibt, der senk- 
recbt uber ibrem Mittelpunkte Uegt, ergab sicb, daB die 
anziebende Kraft (die senkrecbt zur Kreisflacbe gerichtet 
ist) sicb beim Durcbgang des angezogenen Punktes durcb 
die Kreisflacbe diskontinuierlicb andert. Jene Kraft strebt 
(s. Kap, 2, Aufg. 3, S* 17) dem Werte —27ck zu*), wenn 
der angezogene Punkt von der einen, dem Werte 
vrenn der angezogene von der anderen Seite sicb der an- 
ziebenden Placbe nabert, wabrend sicb ^ == 0 ergibt, wenn 
dem angezogenen Punkte von vornberein eine feste Lage 
im Mittelpunkte des Kreises gegeben wird. 

Pur das Potential jenes Kreises ergibt sicb mit An- 
wendung derselben Bezeiobnungen wie S. 15—17: 

V = H f f " = -|- g;2 __ 

JJ + ^ I’ 

0 0 

und darin ist je naobdem z positiv Oder ne- 

gativ ist. Man siebt bieraus, daB, wenn z sicb dem 
Werte Null nabert, sei es von positiven, sei es von nega- 
tiven Werten ber, V denselben Wert 2nHE annimmt; 
und diesen Wert batte man aucb erbalten, wenn man 
bei der Berecbnung von V yon vornberein z den kon- 
stanten Wert Kull gegeben batte. Im Gegensatz zu Z 
andert sicb 7 also kontinuierlicb beim Durcbgang des 
angezogenen Punktes durcb die anziebende Placbe. 

Dntersucben wir nocb das Potential und die An- 
ziebungskomponenten einer bbmogenen Kugelflacbe. Wif 
kdnnen das Potential der Placbe auf genau dieselbe Weise 
mittels der Laplacescben Differentialgleicbung ableiten, 

*) Der S. 17 auftretende Faktor fm ist, wie uberall von 
Kap. 4 ab, = 1 gesetzt. 
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me S. 43-~47 das Potential einer Kugelscliale, nnd er- 
nalten, falls z die Koordinaten des angezogenen 

Punktes sind, r sein Abstand vom Mittelpnnkte, fur Punkte 
auBerbalb der Kugel 

(1) y ^ ^ ^ ^ 

r r ^ 

wo E den Kugelradius, x die Dicbtigkeit bezeicbnet. Pur 
Punkte im Innern der Kugel wollen wir das Potential 
zum Fnterscbiede mit bezeichnen; es bat nacb S. 46 
einen konstanten Wert, und dieser konstante Wert ergibt 
sicb durcb Berecbnung des Potentials fiir den Kugel- 
mittelpunkt, so daB 


2?r 7t 


(2) 




d'd’dq) 

E 


4:nxE 


0 0 


wird. Kahert man sicb von auBen Oder von innen der 
anziebenden Kugelflacbe, so nabern sicb V und dem- 
selben Grenzwerte AnxE^, und derselbe Wert des Poten- 
tials batte sicb aucb ergeben, wenn man dem angezogenen 
Punkte von vornberein eine feste Lage auf der Kugel- 
flacbe gegeben batte*). 

Aus (1) und (2) folgt ferner 


( 3 ) 


dV 

dw 




iB-_o 


und analog werden die Ableitungen von V nacb y und z , 
Daraus ist ersicbtlicb, daB, wenn der angezogene Punkt von 
auBen oder innen ber sicb der anziebenden Kugelflacbe 
.. dV dV 

nabert, - ^ _ und ^ ^ sicb verscbiedenen Grenzwerten 


nabern, 


dx 

dV 


u-jau. — 

OX 

dem Werte 


Anxx , ■ dVi 

wabrend = 0 


bleibt. Auch bier andern sicb die Differentdalquotieiiteix 

_ *) Die Berecbnung des Potential-wertes fur diesen Pall l&Bt 

sioh in derselben Weise durohfiihren wie gleich naohhef ffir die 
Anziehung. 
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des Potentials (die Aiizieliixngskomponenten) diskontinuier- 
lictL beim Durckgang durck die anziekende Flacke. Legen 
wir insbesondere das Koordinatensystem so, daB der an- 
gezogene Punkt anf der positiven ^ 2 ;-Ackse sick beiderseits 
der Kngelflacke nakert, so kaben wir, da kier a;==0, 
0 , +B ist, 


(3 a) 








— 4 71 K ; 



und ist dabei die SuBere Iformale der Kugel an der 
Stelle, die der angezogene Punkt passiert; x, y sind par- 
allel der Tangeatialebene der Kugel an dieser Stelle. 

Fragen wir noob nach den Werten, welche die An - 
ziehungskomponenten annehmen, wenn der angezogene 
Punkt eine feste Lage auf der Kugel bat. JDiese Werte 
ergeben sicb aus den Formeln (9), 8. 21, wenn man in 
diesen st = B setzt; dabei sind die Acbsen so gelegt, daB 
die positive «:-Acbse durcb den angezogenen Punkt gebt. 
Die dritte dieser Formeln gibt, wenn man wieder von 
dem Faktor fm absiebt, 


Z = K 
do 


^“(cosd' — 1) sin«? dgs 


St 27r 

f f d' 


= — 17 1 dcp ~ . 


0 0 


Z ist also auck kier (wie bei der Kreissckeibe) sowokl 

6T 

Ton dem Grenzwerte von ~ — 4 , als von dem 

dV 

Grenzwerte von == 0 versckieden; Z ist das arith- 

metiscke Mattel der letzteren beiden Werte. 

Die X-Komponente der Anziekung fiir den Punkt 
^ = 0, = E wird nack Pormel (9), S. 21: 
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y f f-^sia'^(ios ^-S^sin^d-&dw 

(yH^ — cos-??))*^ 



cos(pd(pcos^--d'& 

u 


sm- 




Da hier die zu intepierende Punktion fur # = 0 unendlicli 
wird, scMieBen wir den angezogenen Punkt dureh eine 
kleme ihn umgebende Kurve yon dem Integrationsgebiet 
aus, d. h. wir mtegrieren nicbt von = 0, sondern von 

f j® ^er ITatur 

der AbschbeBungskurve in verschiedener Weise von ® 

abbangen kann Die Ausfubrung der Integration nacb 
<7 gibt, da die obere Grenze = n ist; 


27t 




logtgj + cos|- 


GOBcp d(p , 


und dies Integral kann ganz verscbiedene Werte annebmen 
je nacbdem man fur s die eine Oder die andere Punktion 
von tp setzt. Gleicbes gilt fiir den GrenzfaU « = 0 • d. b 
der Wert der Anziebungskomponente A ist abhangig ^011 
der Aatur der AbscblieBungskurve und der Art, me diese 
^mer kleiner und kleiner wird, ist also volUg unbestimmt 
Dasselbe gilt fiir P. 

In abnlicber Weise -wurde sicb fiir eine anziebende 
Kreisflacbe die XJnbestimmtheit der der Kreisflaclie par- 
aUelen Anziebungskomponenten ergeben baben, falls man 
den angezogenen Punkt in den Mittelpunkt des Kreises legt. 

b) Ableitung der Bigenscbaften fiir beliebige 
J^lacbea bei beliebiger Massenverteilung, 

Die allgemeine Ableitung der Yorber an speziellen 
Beispielen erorterten Bigenscbaften stiitzt sicb am ein- 
lacbsten auf die in Kap. 6 abgeleiteten Bormeln. 

Bs sei o ein Blacbenstiick von beliebiger Gestalt, das 
aber uberall eine bestimmte Tangentialebene besitzt. 
Berner nebmen wir zunacbst a so Mein, resp. geben dem 
Koordinatensystem eine solcbe Lage, daB die ^Tormale 
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von a nirgends zur o^-Aclise senkreoM steht. o sei mit 
Masse von der DicMigkeit >c belegt, so daB das Potential 
von G fin* auBere Punkte den Wert hat: 



<7 


Das Plachenstnck o werde nun auf irgend eine Art 
zu einer gesohlossenen Flache er- 
ganztj und es werde das zu dem 
Behufe zu o hinzuzufiigende Fla- 
chenstuck o' so gewahlt, daB o' 
uberall eine bestimmte Tangen- 
tialebene hat, und daB auch an 
der Grenze von o und o' eine 
solche vorhanden ist. Den von 
a und o' begrenzten Eaum T 
denke man mit Masse von der 
Dichtigkeit h (iiber die noch zu 
verfugen sein wird) gefiillt und nenne das Potential dieser 
Masse F, also 

( 5 ) 



ttber h verfiige man so, daB der Wert von Ic an der 
Flache o 

“ cospj7¥ 

ist, eine GroBe, die, da cob{N, an o nirgends ver- 
Bchwindet, fiir alle Punkte von o einen bestimmten end- 
Uchen Wert hat» Die so fiir o bestimmte Funktion Ic 
setze man beliebig fort, nur mit der Beschrankung, daB 
sich die Werte von & im Innern von T kontinuierlich an 
die gegebenen Werte (6) anschlieBen, und daB h uberall 
in T endlich und stetig ist, die Ableitungen von Ic ferner 
uberall endlich sind. Dann kann man auf V die For* 
mel (13) des Kap. 6 (S, 73) anwenden, eine Formel, die 
sowohl fiir Punkte der anziehenden Masse gilt, als fiir 
auBere Punkte, mit AusschluB jedoch von Punkten der 
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Olxa-fliic.ho. Dio in jener Formel (13) auftretende Funk- 
tion W i8t (lurch (13 b) gegeben, und zwar ist das Doppel- 
intcgral in (13 b) libei’' die Gesamtoberflache von T zu 
crHlrcck(‘n, d. h. iiber die beiden Flachen o und a'. Also 

Ic cos(lV, I) (io f f 7c cos(A', |) do 


( 7 ) 


W 


Q 


Da initi k an dcr Fliiche a den Wert (6) annimmt, also 
fc<‘ 0 .s(JV, f) = « ist, so*wird 

(7 a) w = -J-J', 

■wo J das Potential von a fur die Dichtigkeit x , J' das 
Potential von a' fiir die Dichtigkeit 7ccos(A', |) bezeichnet; 
und d(‘.r Wert von k an a' hangt von der Art und Weise 
ab, wie die an a bekannte Funktion k fortgesetzt 'wird. 
Die erwahnte Formel (13) gibt uns also 

SV 

( 8 ) = p, 

' ' Sx 

d Ic 

WO U (las Potential der in T mit der DicMigkeit 

verteilten Masse ist. Wenn nun der angezogene Punkt 
eininal vom Inneren von T, das andere Mai von auBen 
sicli der Placlie o beliebig nahert, so wissen wir (s. Kap. 5), 
dail 

lim ( — "U) = 0 , lim(l7„ — Fi) = 0 

ist. Forner ist fur die Flache a' ein an o hegender Pu^t 
ein auBerer, und fiir Funkte auBerhalb der anziehenden 
Masse ist das Potential kontinuierlich, d..h. es ist: 

lim(Ji- ^9 = 0. 

Mithin folgt aus (8), daB 

(9) lim(J„ — Ji) = 0 

ist; d. h. das Potential J der Flache a andert sich k()n- 
tinuierlich auch beim Durchgang des angezogenen Punktes 

durch die anziehende Flache. imn V 

Da ■wir wissen, daB die zweiten Ableitu g , 

sich sowohl auBerhalb T, als innerhalb kontinuierhch andern 
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(die kontinuierliclie Anderung innerhalb folgt ja aus der 

Kontinnitat von h iiiid der Endlichkeit von , so gilt 

fiir Pnnkte, die nicht anf der Oberflaclie von T liegen^ 
die durch Differentiation von (8) entstebende Gleichung: 


(10) 


527 _ ej dj' , du 

dx^ 6x dx dx ' 


Wir wenden diese Gleichung auf Pilnkte an, die sich von 
auBen der riaohe a beliebig nabern, dann auf Punkte, die 
sich von innen derselbeu Stelle von a nahern, und sub- 
trahieren die so erhaltenen Gleichungen. Bezeichnet dann 
der Index a , me vorher, daB es sich um auBere Punkte, 
der Index i, daB es sich um Punkte innerhalb T handelt, 
so erhalten wir: 


( 11 ) 


lim 




d®2 ) 


= —lim 


lim 



8J'i 

V dx 

dx . 


(8Ja djA 
\ 6x ' 8x1 


Wegen der Eigenschaften des Potentials ranmlicher Massen 
ist aber: 


Ebenso ist: 


lim 


lim 


8XJa 

dUi 

. dx 

dx , 

dJi 

dj| 

dx 

dx . 


= 0 . 

=0, 


da 3' das Potential der Flache a' ist und ein an a liegender 
Punkt fur o' ein auBerer ist. Endlich ist nach (20) und 
(20a) des Kap. 6 (S. 81): ■ 

/d27« d^FA 

yro % die Dichtigkeit an dem betrachteten Punkte von o 
ist, IS die auBere Normale von T . An a ist aber: 


cos (A, ’ 
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und (JV, f) und {N,x) bezeichnen denselben Winkel; 
wird daher: 


lim 


dx^ dx^ ) 


4:7tXGOB{N, x) 


es 


und somit nach (11) 


( 12 ) 


lim 


(8Ja 

SJA 

\ dx 

dx / 


—4 cos(A', 0?) . 


Wir wollen dem Eesultat noch eineForm geben, die die 
Bezeicbnung auBere und innere Punkte sowie auBere Nor- 
male nicbt entbalt. Denn von auBen und innen kann man 
wohl in bezug auf den Eaum T sprecben, nicbt aber in 
bezug auf eine ungeschlossene Flacbe o , Wir treffen des- 
balb folgende Festsetzung. Yon den beiden Normalen- 
riobtungen von o wablen wir die eine als Eiobtung von 
+N, bezeicbnen mit J den Wert des Potentials fiir einen 
Punkt, der sicb auf der Seite von +N der Flacbe a 
nabert, mit den Wert des Potentials ftir einen Punkt, 
der sicb auf der Seite von — N der Flacbe o nabert, so 
folgt aus (12), gleicbgiiltig, welcbe der beiden Normalen- 
ricbtungen als +W gewablt wird: 


(12 a) 


lim 


dx 


dj^ 

dx 


= — 4:71 x) , 


wo (Y, a?) den Winkel bezeicbnet, den die gewablte Nor- 
malenricbtung -f-W mit der positiven a?-Acbse bildet. Lassen 
wir insbesondere die positive a?“Acbse mit -i-N zusammen- 
fallen, so wird: 


(12b) 


lim 


dj 

.8N 



Und dies ist die Yerallgemeinerung des fur die bomogene 
Kreisscbeibe und die bomogene Kugelflacbe gefundenen 
Eesultats. Geben wir aber von beliebigen Lagen der aj-Acbse 
^u einer solcben Lage uber, daB X zu W senkrecbt stebt, 
also einer in der Tangentialebene des betracbteten Punkt es 
gelegenen Eicbtung t parallel ist, so folgt aus (12 a): 


(12c) 


lim 


(dj 

dJA 

\dt 

dt ) 
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Die normalen Ableitungen des Macbenpotentials 
andem sich also diskontinuierlicli beim Durchgange 
des angezogenen Punktes duroh die anziebendePlS/Cbe, 
wahiend die tangentialen Ableitungen beiderseits glei- 
cie Werte haben. 

Bei der Ableitung dieser Eesultate ist angenommen, 
daB o eine nicht gescblossene Fiacke ist. Sie gelten aber 
ohne weiteres auch fiir gescblossene Placben S . Denn zer- 
legt man. S in z-wei nicht gescblossene Placben a und 8^ , 
nennt die Potentiale dieser beiden J und so daB J + ^ 
das Gesamtpotential von 8 ist, so gilt, falls o den Teil 
von 8 darsteUt, in dem der angezogene Punkt an 8 beran- 
tritt, fur J die Gleicbung (12 a); fiir ^ aber ist, da der 
angezogene Punkt fiir ein auBerer ist: 




piy. / gilt also mederum die Gleicbung (12a). 

Was die zwten und boberen Ableitungen des Placben- 
potentials betrifft, so baben dieselben fur Punkte der Placbe 
keine Bedeutung, da scbon die ersten Ableitungen an der 
Placbe diskontinuierlicb werden. 

c) Potential und Anziebungskomponenten fiir 
feste Punkte der Placbe. Im vorstebenden haben wir 
das Verbalten des Potentials und seiner ersten Ableitungen, 
der Anziebungskomponenten, fiir den Pall untersucbt, daB 
der angezogene Punkt von der einen oder der andern Seite 
sicb der anziebenden Placbe bebebig nabert. Es fragt sioh,. 
ob die normalen und tangentialen Anziebungskomponenten 

der Placbe nocb einen bestimmten 
Wert baben, wenn der angezogene 
Punkt ein fester Punkt der Placbe 
selbst ist. Zur Beantwortung die- 
ser Prage nebmen wir den festen 
^ Punkt 0 der Placbe zum Anfangs- 
Fig. 20 . punkte der Koordinaten, die Pia- 

cbennormale in 0 zur «-Acbse, 
und zwar bei geschlossenen Placben die auBere Normale zur 
positiven »-Acbse. Wir bescbranken uns dabei auf solebe 
Punkte, in denen die Placbe eine bestimmte Tangentialebene 
bat. In dieser Tangentialebene (der aji/-Ebene) beschreiben 
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wir urn 0 mit dem kleinen Eadius S eineli Kreis und errich- 
ten dber diesem Kreise einen geraden Zylinder. Dttrcli den 
Sclinitt desselben mit der Placbe wird letztere in zwei 
Telle geteilt, den Teil I, der die Umgebnng des Punktes 0 
bis znm Scbnitte mit dem Zylinder umfaBt, und die iibrig- 
bleibende Placbe, die wir als Teilll bezeicbnen. Die TJnter- 
suohung kann sicb dann auf TeU I bescbranken, da fur 
Teil II der angezogene Punkt 0 ein auBerer ist. 

Das Potential J und die normale Komponente Z der 
Anziebung sind, da der angezogene Punkt der Anfangs- 
punkt ist; , 

(13) J=fl . 7 




(]/|2 + r ,^+ 


Oder, wenn man in der a;y-Bbene Polarkoordinaten einfubrt 
und do durch seine Projektion auf die xy-’Eb&UQ ausdriickt: 


(13 a) J 


Tdrdd' 


Z- 


Crdrd'& 


COS(JV, f) ^2 ’ “ JJ COBiW, 0 

Darin ist {N, C) der spitze Winkel der Maobennormale von do 
gegen die C-Acbse; und wenn 6 Mein genug gewaMt wird, 
ist {N, 0 stets Meiner als Die Integration in (13) ist 
uber den Placbenteil I, die in (13 a) daber uber den Kreis d 
zu erstreoken. Dabei ist aber zunacbst die unmittelbare TJm- 
gebung des Punktes 0 yon der Integration auszuscbUeBen, 
da dort r = 0 , f = 0 ist. Es ist somit zunacbst naob r 
zu integrieren von r = e bis r = (5 , wo e eine sebr Meine 
GroBe ist, die fur verscbiedene '& verscbiedene Werte an- 
nebmen kann; die Grenzen fiir ferner sind 0 und 2 ot. 
Wir scbreiben die Ausdriicke (13 a): 


(13 b) 



dr 


cos (A, c) 


i 


i+(- 

r 


dr 


cos (A, C) 


j/l + 


0 
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und beachten folgendes. Eine beliebige durcb die i 2 ;-Aclise 
gelegte Ebene scbneidet die Elacbe in einer Knrve, deren 
Abszisse r und deren Ordinate C ist. Fiir r == 0 ist t = 0 

und aucb = 0 , da die Acbse ^ die l^Tormale im An- 
dr 

fangspunkte ist. f , als Eunktion von r betrachtet, hat da- 
her die Form: 

(14) f = 

t 

•wo tx > 1 und 'ij){T) fiir 7 ^ = 0 endlich ist; — ist also = 0 

fiir r = 0 . Hat die Kr-iimmung aller Hormalschnitte 
der Flache in 0 einen endlichen Wert, so ist a ^ 2 . In 

diesem Falle ist also anch f iir r == 0 endlich, und die 

beiden Integrale J und Z haben auch fiir den Grenzfall 
fi = 0 einen bestimmten endlichen Wert. 

Liegt zwischen 1 und 2, so ist: 


(14a) 


^ v>{r) ' 
^2 — <% 


Dann wird zwar in Z die zu integrierende Funktion 5 = cx) 
fiir r = 0 . Da aber der Exponent von r im Henner zwischen 
0 und 1 liegt, so hat das Integral Z fiir lime = 0 hoch 
einen endlichen Wert, der unabhtogig von der Art und 
Weise ist, in der s zu 0 konvergiert. 

XTntersuchen wir in gleicher Weise eine der tangen- 
tialen Anziehungskomponenten, z. B. die X-Komponente, 
so haben wir: 


(15) 


=//( 




(i¥+v+T^y 


oos{N, C) 




(i08'& dr d'& 



Fur 8 = 0 wird die zu integrierende Fnnktion und, da r 
den Exponenten 1 hat, das innere Integral selbst unend- 
lich. Wegen des Faktors cos# ist also Z die Summe Ton 
Ausdrucken, die teils + 00 , teils —00 sind, also unbestimmt. 
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DaB diese Unbestimratlieit keine scheiubare ist, ergibt sicb 
durch folgende tTberlegung. Je nach der WaU der Kurve, 
durch die die unmittelbare TJmgebung Ton 0 Tom Inte- 
grationsgebiet ausgeschlossen wird, ■wird s eine andere und 
andere Punbtion von ■», und je nacb der Wabl dieser Funk- 
tion kann man es erreichen, daB X einen nnendlicb groBen 
Oder einen beliebigen endlichen Wert annimmt. 

Wir seben also, daB, wenn der angezogene Punkt eine 
feste Lage in der Flache selbst hat, die tangentialen An - 
ziehungskomponenten Tollig unbestimnat werden, wahrend 
die normale Anziehnngskomponente (ebenso wie das Po- 
tential) noch einen bestimmten endlichen Wert hat. Im 
Abschnitt a) dieses Kapitels haben wir an zwei Beispielen 
gesehen, daB dieser endliche Wert der normalen An- 
ziehungskomponente das arithmetische Mittel der beiden 
Werte ist, die die normale Ableitung des Potentials an- 
nimmt, je nachdem sich der angezogene Punkt von der 
einen Oder der andern Seite der anziehenden PlSiChe nahert. 
GanB *) hat gezeigt, daB das auoh allgemein der Pall ist. 
Doch wollen wir den Beweis hier ubergehen. 


Kapitel 8. 

Potential und Anziehnngskomponenten ron Massen, die 
langs einer Linie ausgebreitet sind. 


Der einfaohste hierher gehorige Pall ist der einer homo- 
genen geradlinigen Strecke. Legt man das Koordinaten- 
system so, daB die Strecke in die as-Achse fallt und von 
I = a bis ^ = b (b > a) reicht (vgl. Pig. 3, S. 12), so ist ihr 
Potential : 


( 1 ) 


dS 


y ( l -®)2 + y2 + g2 


\a — x + i{a — xy + 


Der Ausdruck (1) laBt sich noch umformen, iudem man 
den Bruch unter dem Logarithmenzeichen mit 


— (b — x)+ y(b - x^} + + 


*) S. aanfi’ Werke T, S. 215ff. 
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und 

— (a — ®) + y (a — xy + y^ + z^ , 


resp. nior mit der letzteren Differenz erweitert. 
geM (1) Tiber in: 


( 2 ) 


\X — H) -i- ]/ (cv — &)2 


resp. in: 


Dadnrch 




(3) 7 = %log 


/ [& — a? + ]/(& — 4- ^ ^ 

\ 2/2 + 


Solange ^ und z von ISTull verscMeden sind, ist es gieicli- 
gultig, welchen der drei Werte man anwendet. Fallt aber 
der angezogene Punkt in die Verlangerung der anziehenden 
Strecke, d. h, wd y , z ^0 , so werden, da die bier 
auftretendenWurzeln die positiven Wurzelwerte bezeicbneUj 
fiir a?> & die Ausdriicke (1) und (3) unbestimmt, tur x <a 
die Ausdriicke (2) und (3). Dagegen gibt fur a? > Z? ^ y 
z = 0 der Ausdruck (2) : 

(2a) T=^log[^l), 

fur X < a , y ^ 0 , z^O folgt aus (1) : 

(la) 7 = Slog(|^). 

Um zu untersucben, was aus V, resp. seinen Ableitungen 
nacb X, y, z wird, wenn der angezogene Punkt sicb der 
anziehenden Strecke immer mebr nahert, d. h. wenn 2/==0, 
z = 0 wird und a <x <1) ist, wenden wir am zweck- 
maBigsten den Ausdruck (3) an, Der Zahler des unter dem 
Logaritbmus stehenden Bruchs wird dann 2{b —x)^2*{x — a), 
ist also von NuU verschieden, wahrend der tenner = 0 

SV BV 

wird. V wird also unendlioh, ebenso und . 
Setzen wir noch; ^ ^ 

bezeichnen also mit t den Abstand des angezogeneh Punktes 
Ton der anziehenden Linie, so sehen wir, daB, fiir / == 0 , 
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und daB unendlioli 


( 4 ) 



\-2x , 


lim 

i=0 



-2S . 


Dagegen bleibt, wie sich aus (3) ergibt, -tt — aucb fiir 

t = 0 endlich, mit Ausnahme der Werte x = a, x — i 
d. h. auBer an den Endpunkten der anziehenden Strecke! 
■wahrend, wenn man dem angezogenen Punkte' eine feste 
Lage in der anziebenden Strecke gibt, das die X-Komponente 
der Anziehung darstellende Integral seinen Sinn verliert. 

Bs laBt sich weiter zeigen, daB die durch (4) ans- 
gedriickten Eigenscbaften bestehen bleiben, wenn an Stelle 
einer ^raden Linie eine beliebige Kurve tritt, ferner auch, ' 
wenn h nicht mehr konstant ist. Im letzteren Palle be- 
zel cbnet in (4) H den Wert, den die Dichtigkeit in dem- 
jenigen Punkte besitzt, in dem der angezogene Punkt an 
die anziebende Linie berantritt. wir geben auf diesen 
Beweis bier nicbt ein und begniigen uns damit, an dem 
einfacben, oben bebandelten Beispiele der bomogenen ge- 
radlinigen Strecke erkannt zu baben, daB das Potential 
und die zu der Strecke senkrecbten Anziebungskomponenten 
nicbt mebr endlicb bleiben, wenn der angezogene Punkt 
an die anziebende Linie beranrnckt, daB sicb also fur Punkte 
der Masse das Linienpotential wesentlicb anders verbalt 
als das Korper- und das Placbenpotential. 


Kapitel 9. 

Die charatteristischen Eigenscbaften des Korper- mid 
Flachenpotentials. 

a) Der Greenscbe Satz. 

Sind JJ und Tf zwei Punktionen der Koordinaten, 
die in einem endlicben, von einer odermebrerenPlacben 
begrenzten Raume T selbst nebst ihren ersten Ab- 
leitungen einwertig, endbcb und stetigsind, und baben 
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( 1 ) 


auch die zweiten AWeitTingen Ton W in T uberall 
beBtimmte endliche Werte, so ist: 



lljuAWa,-{fu^i. 

dU ^ I ^TF \ 

dao dx By 8y dz dz) 


dv . 


Hierin sind die dreifachen Integrale uber das Volumen 
Yon T, das Doppelintegral reclits ist iiber die samtlicben 
Grenzflacben von T anszndelinen, N ist die auBere Nor- 
male jener Grenzflacben und A bezeicbnet die Operation: 


(la) 



e^f d^f 
dy^ dz^ 


Der Satz ergibt sicb sofort aus dem S-. 60 aufgestellten 
Hilfssatz I. Bezeicbnet man die Integrationsvariablen 
nicbt, wie dort, mit f , j? , f , sondern mit x, y , z , setzt 
817 ■ 

f =TJ , 9 ? = so lautet jener Satz: 


Fiigt man die beiden analogen Gleiohnngen binzu, die 
man dnrcli Yertanscbung von x mit y, resp. z erbalt, addiert 
die drei Gleicbnngen nnd benutzt das dnrob (la) defi' 
nierte Operationszeioben zl , so folgt 


(2a) 


/// 


TJ AW dv 


dW ^W 

I /TIT \ 

+ -^C0S(N,:j) 
8U dW dU 817 . dU 8W 


+ • 


[dx dx By dy dz dz 


do 

dv 


Endlicb ist 


dW dW ■ dW , dW 

~ 8 ^ ■*"67 ■*"67 


und somit .gebt (2 a) in die zu beweisende Gleicbung (1) 
fiber. 
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riLSerK^VerriJ' B„,ene>e.i"S? 


Ss 


Sx 


— 4- ^ I ^ dl» 
'*' dy ds dzJs 


wo (?a?, dy , dz die Anderungen -yon x , y , z sind, die der 
Anderung ds von s entsprechen, d. h. die Proiektionen 
von ds auf die drei Achsen; daher ist weiter 


\md somit 
df 


dx 

^“ = cos(s,a!) usw. 


ds d^x cos(s, y) + cos(s, z) . 

® das die Gleichuhg (2 b) 

Polgerungen. T. Ptir die folgenden Anwendun^en 

z' «' <0 


(3) 






(d_^ 

dx) 


+ 


•dTJ 

dy 


+ 


m 


dv 


Ist auBerdem noch im ganzeu Eaume T 
(3a)’ AU = 0, 

SO wild * 

(dUV. /dUV . 


(3 b) 


I, dx 


+ 


dy J dz 


dv 


=if 


TJ^do 

dN 


^ II. Ist U von W verschieden, und fugt man zu den 
Annabmen, unter denen (1) gilt, noch die weitere, daJ3 

SSche wf h ^ ^ bestimmte 

endbche Werte haben, so kann man in (1) JJ mit W ver- 

tansclien, d. h, es ist aucli 

W anger in, Theorie des Potentials I 7 
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I JllwAUdv==llw^do 
^ dw ^ ^ W dv \ _ 

^0/ Sy dy dz dz ) ^ 

nnd durcli Subtraktion von (1) und (4) folgt weiter 

eine Gleichungj die fur den Fall /1 17 = 0 oder JW = 0 
Oder AU = 0 nnd AW = 0 weitere Polgerungen znlaBt. 

b) Die obarakteristisclien Eigensobaften des 
Raumpotentials. 

1st V das Potential irgend einer dreifacb ansgedehnten 
Masse, so wissen -wir nach Kapitel 4 — 6, daB 1. V nnd 
seine ersten Ableitnngen nach den Koordinaten x, y , z 
des angezogenen Punktes im ganzen Eaume einwertig, 
endlich und stetig sind, 2. daB V nnd seine samtUchen 
Ableitnngen veTSchwinden, wenn der angezogene Punkt 
ins Unendliche riickt, nnd zwar derart, daB 

]im{rV) , linar® 

r-oo r=oo 

endlich bleiben (der erste G-renzwert ist gleich der ge- 
samten anziehenden Masse), 3. daB die zveiten Ableitnngen 
YOn V im allgemeinen einwertig, endlich nnd stetig sind, 
jedoeh mit Ansnahme der die anziehende Masse be- 
grenzenden Flache, ferner mit Ansnahme gewisser Stellen 
(Pnnkte, Linien oder Flachen), m denen sich (Jie Dich- 
tigkeit diskontinnierlich andert, oder in denen die ersten 
Dilferentialqnotienten der Dichtigkeit nnendlich werden, 
4. daB fnr aUe Pnnkte im Innern der Masse, die nicht 
den genannten Ansnahmestellen angehoren, die Poisson- 
sche Gleichnng AY = —4= nlc gilt, fiir alle Pnnkte auBer- 
halb der Masse die laplacesche Gleichnng AV — 0. 

Es soil nun gezeigt werden, daB diese Eigenschaften 
fiir das Potential charakteristisch sind, d. h. daB, wenn 
eine Punktion Y alle genannten Eigenschaften besitzt, sie 
notwendig das Potential des dnrch die gegebene Punktion Ti 
als Dichtigkeit bestimmten Massensystems ist. Der Each- 
weis fur diese Behauptnng wird folgendermaBen gefnhrt. 


dY 

6x 


usw. 
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existiere eine von F verscMedene 
Funktion Fj , die mit dem Potential F eines gegebenen 
Massensystems die samtlichen Eigenscbaften (1) bis 
gemeinsam batte, so bflde man eine dxitte Punktion 

(6) D- =, F - Fj . 

Dann muBte aucb U die Eigenscbaften (1) bis (3) besitzen 
zngle cb.miiBte in alien Punkten, in Lnen Se zweS 
Ableitungen von F und damit nacb der Annabme ancb 
die von und wegen (6) aucb die von F einen be- 
stimmten Wert haben, 

W JF = 0 

aein. Denn fur Punkte der Masse ist zl F = -4 ti Tc daber 
ancb zlFi = — 47rfc , mitbin ATI = AV ~ AV. = 0 nnd 
fur Punkte auBerbalb ist ja F = 0 und A F == 0 
a dieseFunktion V wenden wir nun die G-leicbung (3 b) 

8. 97, an, indem wir als Integrationsraum das Innere einw 
sebr ^oBen, um den Anfangspunkt bescbriebenen Kugel 
yom Badius B nebmen, Docb mussen -wir, um den Vora^- 
setzungen unter denen (3b) abgeleitet war, zu genugen, 
yon dem I^egrationsraume alle die SteUen ausscbbeBen, 
in denen AV und damit ATI keinen bestimmten Sinn mebr 
bat. Dazu gebort zunacbst die die anziebende Masse be- 
grenzende Oberflacbe. Diese wird dadurcb ausgescblossen, 
daB man auf den Normalen derselben sebr kleine, uberall 
gleicbe Stucke nacb beiden Seiten bin abtragt, also zwei 
jener OberflScbe sebr nabe ParaUelflacben konstruiert und 
deyBaum zwiscben diesen ParaUelflacben vom Integrations- 
gebiet ausscblieBt, so daB jene ParaUelflacben Grenzflacben 
des neuen Integrationsgebietes werden. In derselben Weise 
werden aucb solcbe Flacben im Innern der. anziebenden 
Masse, in denen AY seinen Sinn verliert (also z. B. solcbe 
Flacben, an denen fc sicb diskontinuierlich andert), aus- 
gescblossen. Ausnabmepunkte umgebe man einfacb mit 
einer Kugel von sebr kleinem Badius und betracbte den 
Innenraum der Kugel als nicbt zum Integrationsgebiet ge- 
borig. Linien endlicb, an denen die zweiten Ableitungen 
yon F ibren Sinn verberen, werden dadurcb ausgescblossen, 
daB man um die einzelnen Punkte derselben Kugeln mit 
sebr kleinen, aber gleicben Badien bescbreibt und den 

7=f. 
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Ton der Enveloppe aller dieser Kugeln eingescMossenen 
HauiQ von dem Integrationsgebiet ausschlieBt. Piir das 
Gebiet T, das nacli AnsschlnB aller geaannten Stellen vom 
Innern der KugelB iibrig bleibt, sind dann die Bedingungen, 
unter denen Gleicbung (3 b), S. 97, abgeleitet ist, erfullt. 
Anf dieses Gebiet T konnen -wir daber jene Gleicbung (3 b) 
anwenden. Dabei ist das DoppeUntegral der recbten Seite 
von (3 b) uber alle Grenzflacben von T zu erstreeken, also 
Tiber die Oberfiacbe der Kugel B und die samtlicben Ab- 
scblieBungsflacben. 

Das so erhaltene Eesultat bleibt aucb ricbtig, wenn 
wir einmal den Eadius B der auBeren Kugel beliebig, 
schlieBlicb uber alle Grenzen wacbsen lassen, und wenn 
wir zweitens die nicht zu T geborigen, im Innern der 
Kugel B Uegenden Eaume beliebig verkleinern und schlieB- 
iicb zum Versohwinden bringen. Es gescbiebt dies dadurch, 
daB die Badien der abscblieBenden Kugeln immer mebr 
verkleinert und daB' die vorber erwabnten Parallelflacbea 
einander immer naber gebracbt werden. Wir wollen nun 
zeigen, daB dadurcb der Wert des Oberflacbenintegrals 
auf der recbten Seite von (3 b) der Bull beliebig nahe ge- 
braebt werden kann und im GrenzfaUe = 0 wird. 

tTm das nacbzuweisen, betracbten wir zunacbst den 
Teil des Oberflacbenintegrals, der uber die beiden Parallel- 
flacben Pj und Bn zur auBeren Grenz- 
— — -j-^— — flache der Masse zu erstreeken ist. 1st 
t Pj ein Punkt von Pj, Pjj der entspre- 

Pj^ ebende Punkt von Pjj, d. b. der 

^ Fig. 21. Punkt, der mit Pj auf derselben Kor- 

male der Genzflacbe liegt, so sind, 
falls nur die Eldcben P/ undP/j einander nahe genug Hegen, 
ev SU dU . ^ r. T, T 1 ,- 

die Werte you. TJ , -j- , m Pi und Pjj beliebig 


wenig voneinander unterschieden, denn U und seine ersten 
Ableitungen sind ja im ganzen Eaume kontinuierlich. Eerner 
gebt wegen einer bekannten Eigenschaft von ParallelElaoben 
die Normale von Pj in Pj durcb den Punkt Pjj und ist 
zugleich Kormale von Fn- Bedenken wir aber, daB in (3 b) 
W die auBere Kormale des Integrationsgebietes bezeicbnet, 
so hat in Pi N die Biebtung von Pj nacb Pn bin, in Pn 
dagegen von Pn nacb Pi bin, d. h. cos (A, »), cos (A, y), 
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(■oh(JV, z) haben in und gleiobe absolute Werte 
ab<‘T' entge.gengesetzte Vorzeicben. Somit hat cler Ausdruck 


</r/ 

W 


u 


BU 

f)x 


cos (A, X) + cos (A, y) + -^ cos (A, 


in I j und Pjri Werte, die, absolut genommen, behebig 
wemg verscliieden sind, aber entgegengesetzte Vorzeicben 
b(*Hitzen. Gleicbes gilt fur je zwei entspreobende Punkte 
von und Fjj. Lafit man nun die Macben Pj und Pjj 
dor Gx’enzflaiche der Masse immer naber und naher kommen, 
so iKii das iiber beide Plachen, Fi und Fn, erstreckte 
Integral 

, dU 




aiddiefllicli die Grenze einer Summe, von der je zwei Sum- 
raanden von gleichem absoluten Werte, aber entgegen- 
gesetztem Vorzeicben sind, das Integral verscbwindet daber. 

Existieren auBer der Grenzflacbe der Masse noch andere 
Flde.hen, an denen AV keinen bestimmten Sinn bat, so 
hat man aucb diese durcb Parallelflaeben auszuschlieBen 
und kann auf diese wortbch die vorbergebende Argumen- 
tation anwenden, desgleicben auf die AbscbbeBungskugeln 
einzelner Punkte, wobei nur fiir Pj und Pjj solcbe Punkte 
der Kugelflache zu wahlen sind, deren Verbindungslinie 
ein Durebmesser der Kugel ist. Betreffs der AbschlieBungs- 
fiachen von Unstetigkeitslinien ist zu beachten, daB diese 
aus rdbrenfdrmigen Plachen besteben, die oben und unten 
durcb Stiicke von sebr kleinen Kugelflacben geschlossen 
sind. Auf die eigentlicben Eobrenflacben laBt sich die 
vorher auf die Placben Pj und Pjj angewandte Betracb- 
tung ebenso iibertragen wie auf die AbscblieBungskugeln 
einzelner Punkte, wahrend der Teil des Integrals, der iiber 
die die Edbrenfiacben begrenzenden Kugelflacben zu er- 
strecken ist, dem Quadrate des Kugebadius proportion^ 
ist [denn do ist diesem Quadrate proportional] und mit 
diesem verscbwindet. 

Weiter ist zu untersuchen, was aus dem uber die 
auBere Kugelflache B zu erstreckenden IntegraJe wird, 
wenn B iiber alle Grenzen wachst. Zu dem Zweeke be- 
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acliten wir, daB, 'wenn B selir groB ist, V und dalier 
auch U seliT klein wird, so daB 

lim {B-U) 

R-oo 


einen endlichen Wert hat. Bezeichnen wir diesen mit h, 
so ist also fiir sehr groBe B 

( 8 ) 

sv sv 

Ebenso werden fiir groBe B die Ableitungen , 

^ \ -bleibt. Gleicbes 


immer kleiner, so daB B^ 
dU 


dx 


gilt daher fiir , so daB fiir groBe B 

1 eu 

(8 a) 


dN 


h. 


wird, wo \ eine endlicbe, von B unabhangige GroBe be- 
zeichnet. Endlich wird das Elaohenelement der Kngel 

(8b) do = E® smd‘d'9’ dcp . 

Fehmen wir noch fiir seinen absolnten Wert, wo- 

dnrch der absolute Wert des Integrals vergroBert wird, so 
haben wir also fur das iiber die Kugel E erstreckte Integral 


(8c) 




Ji Jti]^ 


E®sin#d#dg9 , 


d. h. 


< 


E 


E E® 

271 n 

f fh \ sind' dd' d<p , 


0 0 


und da h und Ji^ endlicbe, von E unabhangige GrdBen 
Bind, so wird der Grenzwert unseres Integrals, fiir E = oo , 
gleich HTull. 

Wir sehen also, daB, wenn wir E iiber aUe Grenzen 
waohsen lassen und die innerhalb der Kugel E begenden, 
urspriingbch nicht zum Integrationsgebiete T gehorigen 
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Eaume zum Verscliwindeii bringen, die recbte Seite der 
Gleichung (3b) verschwindet. Aus (3b) folgt daiin also:' 


( 9 ) 



= 0 , 


iind zugleicb uinfafit das Integrationsgebiet jetzt den ganzen 
Tineudlichen Raum. Das Integral (9) ist eine Suname von 
lauter positiven Gliedern, die nur versch’winden kann, wenn 
jeder einzelne Summand verschwindet. Es muB daher fur 
jedes Volumenelement,_d. h. ftir jeden Punkt des ganzen 
Raumes, 


( 10 ) 


^ = 0 
8x 


8U 

8y 


= 0 , 


8TJ 


= 0 


sein, d. h. : 

(10 a) jj = konst. , 


und da 17 im Unendlichen verschwinden muB, weil V 
und Vi diese Eigenschaft haben, so muB jene Konstante 
gleich RuU sein, d, h. nach (6): im ganzen Raume ist 


7 = 7 ,. 


Es gibt also keine von 7 verschiedene Punktion 7,, die 
mit 7 die samtlichen, S. 98 aufgefuhrten Eigensohaften 
gemeinsam hatte. Jene Eigensohaften sind daher fiir 7 
charakteristisch. Auf diesen Punkt hat Dirichlet zuerst 
aufmerksam gemacht, und man bezeichnet infolgedessen jene 
Eigensohaften haufig als Dirichletsche charakteristische 
Eigensohaften. 

o) Die charakteristischen Eigensohaften des 
Plaohenpotentials. 

Pur das Potential 7 einer mit Masse belegten Plache 
sind in den Kapiteln 4 und 7 folgende Eigensohaften ab- 
geleitet: 1. 7 ist im ganzen Raume kontinuierlich, end- 
lich und einwertig. 2. Die ersten Ableitungen von 7 
sind im ganzen Raume einwertig, kontinuierlich und end- 
lioh, mit Ausnahme der anziehenden Plache selbst, wo 
sich die Ableitungen naoh der Rormale diskontinuierlich 
todern, so daB 
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wird, unter k die Dichtigkeit in dem betrachteten Placben- 
punkte Yerstanden, w^rend die tangentialen Ableitnngen 
7 A 1 beiden Seiten der Flacbe den gleichen Wert besitzen. 

3. Im ganzen Eanme, mit Ansnabme der anziebenden 
Flacbe, sind aucb die zweiten Ableitnngen Yon V einwertig 
endlicb und kontinnierlicb ; an der Flacbe selbst Yerlieren 
sie ibre Bedentung. Im ganzen Eanme, mit Ansnabme der 
Flacbe selbst, gilt die Laplacesobe Gleicbnng zlF= 0. 

4. Im Unendlicben Yerscbwinden V und seine A|)leitnngeii, 
nnd zwar derart, daB 

lim(ry), limr^ 


8cc 


nsw. 


endlicb bleiben. 

Ancb diese Eigenscbaften sind fiir das Flacbenpotential 
cbarakteristiscb, d. b. ist V das Potential einer gegebenen 
Massenyerteilung einer Flacbe, so existiert keine and ere 
Funktion 7^ , die mit V die samtlicben Yorgenannten Eigen- 
scbaften gemeinsam batte. Der Beweis fiir diese Bebaup- 
tnng ist genan so zn fiibren wie beim Korperpotential. 
Wtirde eine solcbe ' Fnnktion existieren, so bilde man, 

wie dort, eine dritte Fnnktion: 

(12) 17 = 7- F,, 


dann bat U ebenfalls alle vorgenannten Eigenscbaften, nur 
daB, da Gleicbnng (11) sowobl fiir V, als ftir gilt, an 
der anziebenden Flacbe 


(12 a) 



SUj ] 
dN ) 


-0 


ist. Die ersten Ableitnngen von U Yerlieren zwar an der 
anziebenden Flacbe ibren Sinn, baben aber zn beiden Seiten 
der Flacbe dieselben Werte. 

Anf diese Fnnktion U wende man wieder die Glei- 
cbnng (3b), S. 97, an nnd nebme als Integrationsraum 
ebenfalls das Innere einer Kngel mit sebr groBem Eadins B . 
Docb ist, damit die Yoranssetznngen, nnter denen (3b) 
giiltigdst, zntreffen, Yon dem Integrationsraume die un- 
mittelbare Umgebnng der anziebenden Flacbe F anszn- 
scMieBen. Ist diese Flacbe gescblossen, so konstrniere man 
zn beiden Seiten Yon F zwei F sebr nabe ParaUelflacben 
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Fi \XT[^ F XI und schlieBe den von diesem begrenzten T?anm 
vom Integrationsgebiete aus. War F niobt ?escblossen so 
erganze man F zu einer gescblossenen Flache und verfahre 
ebenso. An dem Erganzungsstucke andern s"ch d^ Aj 

S ^ tonn man ale ganae Argumen- 

w A- ^ ?• ^OTthch Tviederholen, nli dafi 

biei nocb die Vereinfacbung eintritt, da6 die vorber im 
joibandenen AbschlieJBungsflacben for? 
fallen. Durcb Grenzubergang findet man dann genau das 
frubere Resultat, dafi im ganzen Eanme 

F = 0 , mitbin V = 

S “die’ ^ Terscbiedene Eunktion 

mdA hat ^ c’larakteristischen Eigenscbaften mit V ge- 

schaften”^^^^*^^^^ 'cbarakteristischen Eigen- 

Diricbletscbeu cbarakteristiscben Eigen- 
schaften kann man priifen, ob irgend eine vorgelegte Eunk- 
tion ein Korper- oder ein Elacbenpotential darstelen kSn 
und welches die zugeborige Massenverteilung ist. Wir 
woUen das an folgendem einfacben Beispiele friautern 
Von emer Eunktion F sei bekannt, dafi sie innerbalb 
einer Kugel vom Radius B den Wert 

(13) E, = . 

babe, aujBerbalb Jener Kugel den Wert 


+ 2:2 


ist und der Kugelmittelpunkt den Anfangspunkt des Ko- 
ordinatensystems bildet. Es ist zu untersucben, ob diese 
Eunktion em Potential darstellen kann, und wdcbes. 
Zunacbst seben wir, daB, fur r = R Fi = F„ wird 

endbcb und kontinuierlicb. Eerner wird ® 
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und da — stets eia echter Bruch ist, auch fiir beliebig 
r 

groBe r, so sehen wir, daB 
(14) 

Ferner wird: 


lim(rFa) = 0 . 

r = oo 


(15) 


{15 a) 


dFj 

dw 


^ = 0 ^ = 1 
■ dy ’ Se ’ 


dB^ooz 


dF^ 

dz 


= E3 


dy 

_lf! 

^5 


SB^yz 


Wir sehen, daB die Ableitungen von Fi sowohl, als die 
von Fa einwertig, kontinnierlich und endlich sind, daB 
ferner 


(15 b) 


limr^ 

r=oo 


dFg 

dco 


-- limfs • — 

r—oo V ^ 


,£.i) 


0 


■wird und ebenso limr® 


SFa 


dy 


und limr^ 


BFa 


dz 


versch-win- 


den, daB aber fiir r = .B im allgemeinen die Ableitungen 
von Fi und Fa verschiedene Werte annehmen, daB sioh 
jene Ableitungen also an der Kugelflaohe r = 22 diskonti- 
nuierlich andern. Wir schlieBen daraus, daB F nicht ein 
Korperpotential darstellen kann. Soil F ein Flachen- 
potential darstellen, so muB im ganzen Eaume, mit Aus- 
nahme der Kugelflaehe B selbst, AF = 0 sein. DaB dies 
fiir Fi gilt, lehrt der bloBe Anblick der Gleichungen (15). 
DaB auch ^ = 0 ist, ergibt'sich leioht folgendermaBen. 
Es ist 

a- 

_ B^Z r.<! ^ 

(16) = = 

und, da — der Laplaeeschen Gleichung geniigt (s. S. 42), 
r 

zl- = 0, 
r 
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SO ist auch 


mithin 



= 0 , 


belegL ^ugSache di^ Dfclitii 

finden, fuhren w Polarkoinaten eijf 
(17) ;2? = rcos^ 

so wird 


(18) 

dalier 

(19) 


dFj 

dr 


= ^008^ , 
' COS?? , 


00 r sin?? COS9? , 2^ = r sin?? sin(5t? , 

jK^cos?? 


2i?3 cos^^ 


lira 

r=jK 


(^F„ 

dFA 

\ dr 

dr ] 


_ 

dr ' 7*3 

= —3 cos?? , 


Oder da ffir r = i? r die auBere Kugelnormale ist, 


dif eFT 


-3 cos # , 


'dF, 

dFA 

KdN ~ 

dN) 


(19 a) lira 

Andererseits gUt 
(i9b) lim 

Mithin ergibt sich fiir die Dichtigkeit x der Wert ’ 

( 20 ) ;« = i- 22 i^ _ J_ , ^ 

4:71 471 ij * 

Die Diehtigkeit ist also anl der einen Kugelhalfte positiv 
^^der anderen negativ, und die Gesamtmasse ist gleich 

Zusatz. Will man die nmgekehrte Aufgabe losen 
nnd das Potential der Masse berechnen, die auf der Kugel 
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3 COSi^* .4. 4. 

vom Badius B mit der DicMigkeit — ausgebreitet 

ist, so beacMe man zunacbst, daB # der (in Winkelmafi 
aerechnete) sphariscbe Abstand eines beliebigen Punktes Q 
der Kugelflacbe von demjenigen festen Punkte P dieser 

Placbe ist, in dem letztere von 
der s-Achse gescbnitten wird, daB 
also die Dicktigkeit der Plachen- 
belegung im Pnnkte Q 



( 21 ) 


4 n 


cos(PQ) 


ist. Man Mbre ferner neben dem 
Koordinatensystem x,y,g, dessen 
s-Achse dnrch P geht, ein nenes 
Koordinatensystem x', y', «' mit 
0 als Anfangspunkt ein, dessen 
positive «!''-Acbse dnrcb den an- 
gezogenen Pnnkt A gebt nnd 
nehme die Ebene BOA zur 
a!' 2 !'-Ebene. In dem nenen Koordinatensystem sind die 
Koordinaten des angezogenen Punktes P 


(22) a!'=0, J/'=0, 2 '=r , 

wo r = OA ist. Die Koordinaten 4=', r]', C' eines be- 
Uebigen Punktes der Kugel driicke man dnrcb Polar- 
koordinaten aus, deren Acbse' OA ist: 

(23) I' = P sin A cos,a , tf = P sin A sin,« , C' = P cosA ; 

mack%- 

ria.TTn ist I glcicb dem spbariscben Abstande QAj^, wo Ai 
derjenige Punkt der Kugel ist, in dem diese von OA ge- 
scbnitten wd, und fjL ist der Winkel QAjP. Der- Bo- 
gen PAi ferner ist gleicb dem Winkel , den OA mit OP 
bildet. In dem spbariscben Dreieck PA-^Q ist nun 

cos(PQ) = cos(AiP) cos(AiO) + sin(AiP) sm{A^Q) aosPA^Q 
— cos'd- cos2 -f sin#sin/l co8,m , 


daber nacb (21) die Dicbtigkeit 


(21a) 


X 


[cos# cosl + 


siE# sinl cosju ] . 
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Das Potential der Kugelflaclie in bezug auf A ist aber 
V = j - ^^0 

JJ i ~ 2/')^ + (f'— ’ 

dS’ci.ruLTr 

(21a), (22) imd (23) setzt;’ ’ ^ aus 

(24) V = f + sin# sin.1 cos/t] sin l du 
^ JJ^ iS,^ — 2Mr cos! + 

Die Grenzen des Integrals sind 1 = 0 und ? — -x- 
-7^-^ 7^^- ^ ™ tenner nielit Torkommt’ 


(24 a) 


V = — S^cos?? 



coslsinl^l 


Das hier auftretende Integral ist ganz ahnlich dem 
das bei der Bereclinnng der Anziebung einer homogLen 

selben Weise ausfuhren, indem man ^ 

0 ~2rB cosl -f-~^ 

zur IntegrationsveranderUclien nimmt. So ergibt sicb: 

^ (24 b) F = i ^ {(B'^-Er+r^) {E+r)-{E^+Er+r^)f(B^)^ 

Fiir E>r M =: e - r , daher 

(25a) F = + 

, vabrend fiir r > E fjE^I^ =r-E ist, daber 
(25b) V = ~ ~§— {j*® + i?® — (r® — E^)y = 

Da (be Ableitung fiir bebebige Werte Ton r und & gbt 
so wird — 


y == Fi Oder F 


je nacbdem der angezogene Punbt im Innern der Kneel 
begt Oder auBerbalb. 


II. Abschnitt. 

Erweiterungen des Potentialbegriffs. 


Kapitel 1. 

nach anderen Gesetzen als dem Newtonschen, 


a) Begriff der Kraftefunktion. 

Dor PogTiff d.6S Pot6iiti£i)ls l^fit sicli 9)iif aiKiorG Krafto 
als die nach dem Newtonschen Gesetze wkenden aus- 
dehnen, venn man nnr annimmt, daiB die zwischen ^ei 
Massenpnnkten m , /j- wirkende Kraft K in 
dnngslinie beider Punkte f dllt mid einer beliebigen Punk- 
tion des Abstandes q beider proportional ist: 

(1) E =-m/j,fiQ) . 

Die Komponenten dieser Kraft sind, ^enn mr dieselben 
Bezeichnnngen wie im I. Abscbnitt einffibren nnd anck 
m -wieder als den Punkt betrackten, anf den die Wirkung 
ansgenbt "wird; 

(2) X = nsw. 

Dabei ist, -fans f{Q) positiv ist, die Kraft als anziebende 
angenommen; fur abstoJJende Krafte sind die Vorzeiohen 
der Komponenten die entgegengesetzten. Man kann dafib 
au^b sagen: fur anziebende KrSfte ist fig) positiv, fur 

abstoBende negativ. . . s . 

Fiibrt man eine neue Punktion F[q) em: 

( 3 ) F(q) = —jf{Q)dQ , 


so ■wird (vgl. S. 27): 
(4) X = TO ^ 


dFie) dg e(m/j-F(e)) 

dg Sx dx 


? 


Sap. 1. Anziehung nach versoliiedenen Gesetzen. Ill 

und die beiden anderen Komponenten Y, Z werden die 
Ableitungen derselben Funktion nach y und Es exi- 
stiert also auch hier eine Punktion 

( 5 ) U = miuF{Q), 


deren partieUe Ableitungen nach den Koordinaten des an- 
gezogenen Punktes die Kraftkomponenten darstellen. Wir 
bezeichnen diese als Kraftefunktion, wahrend -wir den 
Aamen Potential Oder auch ITewtonsches Potential 
fur die nach dem Newtonschen Gesetze ’wirkenden Krafte 
. reservieren. 

Ohne weiteres kann man auch in dem betrachteten 
allgememeren Ealle von der Wirkung diskreter Punkte zu 
der von Massen ubergehen, die in Eaumen oder auf 
Flacnen oder auf Linien verteilt sind. Fiir Massen z B 
die einen be^enzten Eaum kontinuierlich erfiillen, ist die ' 
KrMtefnnktion 

( 6 ) TI = mfllJcFio)dv , 

und 


SU 
6 s 


stellt die Kraftkomponente nach der' Eiohtung s dar. 

b) Vergleich zwischen der allgemeinen Krafte- 
funktion und dem Kewtonschen Potential fiir 
Punkte auBerhalb der Masse. 

Es ist von Interesse zu untersuchen, -welche Eigen- 
schaften des Kewtonschen Potentials auch fur die all- 
gemeinere Kraftefunktion gelten, welche dem K ewtonschen 
Potential eigentilmlich sind. Dabei woUen wir die Masse m 
des Punktes, auf den die Wirkung ausgeiibt wird, der 
Einfachheit wegen = 1 setzen, also fiir anziehende rSum- 
liche Massen 

U ~ jjjlc F{Q)dv 

setzen und analog fiir anziehende Piachen 
(6b) TJ = ljxF{Q)do . 

Ohne jede Anderung laBt sich der Begriff der Kiveau- 
flachen und Kraftlinien auf die aUgemeine Kraftefunktion 
ausdehnen. Die Kiveauflachen sind bestimmt dutch 
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17 = konst., sie steken iiberaU anf der wirkenden Kraft 
senkrecht, und die Kraftlinien werden dxach dieselben 
Differentialgleioknngen bestimint 'wie beim Kewtonscben 

Wie das Potential sind ferner anck die ]&aftefunk^n 
nnd ikre Ableitungen kontinuierlicke Fnnktionen der Ko- 
ordinaten des angezogenen (resp. abgestoBenen) Punktes, 
solange letzterer auBerhalb der anziekenden Masse liegt. 
Dagegen sind die Satze, die fiber das Verkalten des Po- 
tentiSs nnd seiner Ableitungen im Unendkcken aufgestellt 
sind (S. 38—40), dem Kewtonscken Potential eigentnm- 

lich. Sie bernken daranf, dafi F{q) gerade=— ist. Je 

nack der Annakme fiber fig) kann U im Unen<Uichen 
yerschwinden Oder anck nickt, und die Art, wie sick 
im ersteren Palle dem Werte Null nakert, ist im allge- 
meinen eine andere als beim Potential. 

Anck die Laplacescke Ditferentialgleicknng gilt allein 

fur f (e) = • BUden wir fur ein anderes Anziekungs- 

gesetz ® 

(7) AU = jjfl<i^[F{Q)]dv, 

und soil AU fiir eine beliebige Massenverteilung ver- 
sckwinden, so muB 
(7a) -4[^’(e)] = 0 

sein. Kan ist 

■ 4 ^ 

r\ct mt / \ ^ I 

'X <■ 

dx- 


doo 6 


^ = -iAp). 


-f{Q) 


{S-coY 


dg 


daker 
J[J’(p)] = 




e 


Le 


-m 


(A 


dg 


fa ~~ vY (C — 

Q 


d 

-m] 




dg 
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o_, 

Q dQ ’ 

mit logC^beShaet!^^^^^^ Iiitegrationskonstante 


Oder 


.Q ^ "*■ (0®) = log (7 


fi&} ’Q^=-0 , 




lernunrproiwtUoMlf^o ^td'“° ^l**””* <»« E"t- 


-irQ^ 


AU=~3M , 


Pflf bezeiehnet. 

neuerdingg mehrfacli untersacbte Gesetz 


fiir das 


vird, ergibt sich 


F{g)==t~Jl^ 


/■(p) = fa g + 1) e~“g 

~~~^ 

AU=a^U . 


c) Die Kraftefunktion fftr Punkte innerbalb 
der wirkenden Masse bei dem Gesetz \ . 

ftir Slik^e ^ and ibre Ableltungen noch 

eiaer *dd.„be/M™“ L^^Sder'ZdrtS' 

Wangoriji, Theorie des Potentials I. a 
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sicli die Saclie,. wenn fxir ^ 0 die Funktion f{Q) unend- 

lich wird. Yon besonderem Interesse ist bier der Fall 


( 8 ) 



m = 



wo p irgend eine positive Zabl ist [p == 1 bildet insofern 
' eine Ansnabme, als dann F{q) — log^~-j wird]. 

Wir wollen znnachst untersuchen, fiir welche Werte 
von p die Kraftefunktion einer ranmlicben Masse, die 
diircb (6 a) gegeben ist, noch einen endlicben Wert besitzt, 
wenn der Punkt A (a?, t/, z) der Masse angehort. Zu dem 
Zwecke schlieBen wir, wie S. 52 — 53, znnachst die nn- 
mittelbare Umgebung des Punktes A von dem Integrations- 
gebiet ans, indem wir um A eine beliebige geschlossene 
PlacheA: beschreiben und die Integration Tiber das zwischen 
K und der S>nJ3eren Grenzflache liegende Yolumen er- 
strecken. Zugleich fuhren wir, wie S. 53, ranmliche Polar- 
koordinaten mit A als Anfangspnnkt ein, so geht der 
Ansdruck (6a) Tiber in: 


( 9 ) 


1 rrriQ^d.Q&m'&Md<p 
1 rrricdQsin'd'd&dcp 

" p-lJJJ ’ 


und zwar ist nach q zu-integrieren von ^ = d bis p , 
wo d und Qi die Abstande der Punkte B und von A 
bezeichnen , in denen der Radius von der Ricbtung ■& , cp 
die Pldicbe K und die auBere Grenzflaclie der Masse 
scbneidet. Wenn nun p ^ 3 ist, so steht in dem Integral 


S 

eine positive Potenz von q Oder die nuUte Potenz, und 
daher hat das Integral (9 a) auch fur d = 0 einen be- 
stimmten endlichen Wert. Dasselbe , gilt auch noch fur 
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Werte von p zwischen 3 und 4 Tx^rni a 
des Mittelwertsatzes gibt: ' ^ Anwendung 


(9 b) 


f Jc 

7'^3 


M{k), 


djQ 


Jf(&) 


1-2? 


8 


4- 


V 


1st 4 — p > 0 , so ist fur (5 = 0 anph m-p a 
seiner Bedeutung nacb einA ii’hur.oii jt ^ und da k 
Koordinaten ist, so ist M(k) der der 

endHcb. Auch bier hat d ^ , stets 

ist unabhangig von der Art und Wse’ ™e 

d. h. unabhangig von der Art v x, o = 0 wird, 

A sich zum Punkte A zusammenzfeht ^ 

= 4 wird die rechte Seite von^(9b) ^’«r 

■^(*)Pogpi — iog(3] , 

auch nich/unbestimSt wM ^dadurStw^d ^ 

eine Summe von positiven und ^+- ^ ’ daB das Integral 

Summanden darstellt. Denn ist /uberall^n(?°r groBen 
M(k), und sini^ ist, da nach J Von 0 w? «« auch 

ist, ebenfalls nositiv 'nio ^ ^ mtegrieren 

"esr r i?Zeis£t 

to welte Teillntegral eien Vrt 

£d.rt i ™»bhSaglg M, aid ^ Srd_ oS 
wdrtoAn'GreSlo mmS^gio^ tom j”). "‘'7 

lichd wTt^ena „ ‘ teammten end- 

toe eeinei Zn, ■*” 


8 * 
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Die Z-Komponente der Anziehung ist 


( 10 ) 



dv 


? 


also nach BmfiiliniDg Ton Polarkoordinaten mit A als 
Anfangspunkt und der Parallelen zur as-Aclise als Aohse 
der Polarkoordinaten ; 

dU fffJcQ^dQOO^&Siin'&dd'dqp 
(10a) ^ • 


Wird wieder die Umgebung des Panktes A voin Inte- 
grationsraum ausgeschlossen , so haben wir an Stelle des 
Integrals (9 a) bier das Integral 



Damit dies ancb fnr (5 = 0 einen bestimmten endlicben 
Wert hat, mu6 

p — 2<1, 2?<3 

sein. Wir konnen bier aber nicbt bebaupten, daB fur 
X=cx) wird. Denn wenn ancb das Integral (10b) 
unendlicb wird, so besteht, wegen des Faktors cos-i?’ , Z 
aus einer Summe von Gliedern, die teils positiv, tells 
negativ unendlicb sind, wenigstens solange A im Innern 
der Masse liegt. . Z wird nur voUig unbestimmt* Falls 
jedocb A auf der Grenzflacbe der Masse liegt, so liegt 
die AbscbbeBungsflacbe K ganz auf einer Seite der in A 
an die Grenzflacbe gelegten Tangen- 
tialebene. Die Integration nacb d ' , (p 
ist daber nicbt, wie fur innere Punkte, 
iiber eine Kugelflacbe zu erstrecken, 
Pig.'as. sondern nur uber eine Halbkugeb Legt 

man zugleicb die Z-Achse so, daB 
sie mit der inneren 15^’ormale der Grenzflacbe in A zu- 
sammenfallt, so ist nacb von 0 bis \7t zn integrieren, 
cos# ist also innerhalb der Integrationsgrenzen positiv. 
Zugleicb kann man die AbscblieBungsflacbe K von vorn- 
berein so klein, wablen, daB fc innerbalb derselben sein 
Zeicben nicbt andert. Dann stellt fiir p ^ 3 und (5 = 0 
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das Integral ftir X eine Summe von Gliedern dar, die 
samtlich einerlei Vorzeicheii liaben und, absolut genommen, 
nnendlich groB sind. Jeiies Integral wird also nnendlicli 
groB. Wir baben damit den Satz, der fur konstante h 
zuerst von GauB ausgesprochen ist: 

Satz. Eine raumliclie Masse ^ die eiuen auBeren 

Piinkt nacb dem Gesetze anzieht, wo ^ 3 , iibt 

Q 

auf einen Punkt der Oberflacbe eine nnendlich groBe 
norinale Anzicliung aus. 

Was den nnbestimmten Wert von X fiir Punkte 
innerhalb der Masse betrifft, so laBt sich zeigen, daB es 
sich hier nicht nm eine scheinbare Unbestimmtheit handelt, 
wie bei den zweiteii Ableitnngen des Newtonschen Po- 
tentials , sondern daB X fiir p keinen bestimmten 
Sinn mehr hat. Zn dem Zwecke betrachten wir den Fall 
eines konstanten h und nehmen als AbschlieBungsflache 
K eine um A mit dem Eadius <5 beschriebene Kugel, so 
wird fiir p > 3 das Integral (10 b) 


.idQ_ Ic ( 1 _ 

• J ~~p Z. 3 

daher, da d von i) und rp unabhangig ist, 


Jc f 1 

- 3 


f sin?9' oo^'d' d'd' d(p - 


'sin^cosd'^Z^c^T?] 


Nun ist, da nach d' von 0 bis , nach (p von 0 bis 2n 
zu integiieren ist, 

f j sin# cos# ## ^ 9 ? = 0 , 

daher zunachst fur jedes <3 > 0: 

• Ic /Tsin# cos#d#d<p 


und laBt man jetzt 5 == 0 werden, so behalt X einen be- 
stimmten endlichen Wert. 

Das trifft aber nur fur die angenommene AbschlieBungs- 
flache zu. Wahlt man fiir letztere statt der Kugel z. B, 
die Fiache i 

(5 == 6'(1 + ^ cos#) , 
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■wo «• eine sehr kleine Gr66e, n eine positiye Zaki <, 1 be- 
zeiobnet, so tritt an die Stelle der Gleichung (11) die folgende : 


(11 a) { 




Jl_ - j- n cos#) sin# cos# ## dgj 


ffain'& GOS'd'd'd’dqj] 
Qi 


iJ— 


Nm ist 


und 


11(1 + 71 cosi?) sin'^ COS'??’ d'&dcp = n f n 


n n 

wird, ^enE toe e unabhangig ist, - oo - 0 , wab^^d 
wenn n you e abliangt, das Integral jeden beliebigen Wert 
annebmen kann, je nacb der wiscben n nnd £ angenommenen 
Beziebung. Abnlicbe Scblxissc ivuxden sicb aucb fur andere 
AbschlieBEEgsflacben ergeben. Der Wert toe X fnr 2? > 3 
ist also Tollig unbestimmt, namlicb abbangig yoe der 
bTatur der Flacbe X, die die Umgebung des Punktes A 
VOLE Integrationsgebiet ansscbbefit nnd sicb nacbber zum 
Punkte A zusammenziebt. Dasselbe Eesnltat laBt sicb 
aucb fiir e ~ 3 in abnlicber W^eise ableiten. 

AnmerkuEg 1. DaB X ancb fur Punkte der Masse 
gleicb der Ableitung der KrMtefunktion nacb X ist, laBt 
sicb streng genau ebenso zeigen, wie fiir den PaU f = 2 
(s. S. 55), Yorausgesetzt, daB X einen bestimmten end- 

licben Wert bat. tt i 

AnmerkuEg 2. Pur den Pall einer bomogenon Kugel- 

schale lassen sicb die Integrale fux TJ nnd X . ausfiihren, 
falls man Polarkoordinaten einfubrt, deren Acbse durob 

den Punkt A gebt. ^ j - 

e) Das Anziebnngsgesetz 1:q^ fur Massen, die 

auf Fiacben ansgebreitet sind. 

Wir -woUen zunacbst den speziellen Fall einer homo- 
genen KreisflScbe betracbten, die einen senkrecbt Tiber dem 

Mittelpnnkte gelegenen Pnnkt A nacb dem Gesetze an- 

ziebt. Bs ist das dieselbe Anfgabe, die S. 15 f£. fur das 
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N ewtonscbe Anzielmngsgesetz betiandelt ist. Mit den dort 
eingefulirten BezeichntingerL haben wir (fiir 


(12) 


Z = —X 2nz 


rdr 


iir^ 4- 22)*’+^ 


x2nz I 1 


Liegt A aiif der poaitiven sJ-Aclise, so "wird 


(12 a) 


Z = 




X 2 71 I 1 _ 

jzii (1/^2:+^^) 




Nahert sich der angezogene Punkt der immer meto 

nnd wird scbliefilicb = 0 , so siebt man, daB \Z\ 

KrMtefunktion der anziehenden homogenen Kreis- 

flactie -wird, falls z wieder positiv ist, 


(13) i 


271 JR 


u 


r dr d(p 


V 


Ijj + 
0 0 

2 7 TX 


.p -1 


■walirend f ox p = 3 

(13a) U = [^osiW+^^ - log«] 


V 


i«+ T'liT > 3 Tind a = 0 wird also U unendlicli. 

Das Besultat lafit sick aof eiae niclit ^2' x 

flache ausdehnen, woljei angenommen !fi x 

iiberall das gleicke Vorzeichen haben mog , 
positiv. Hier wird ^ 


(13b) 


U 


1 rr xfdr dcp 

^TjJ 
0 0 
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Setzt man in (13 i)) fiir « seinen kleinsten Wert nnd 
nennt den zugehorigen Weit von U , so ist KTJ , 
wahrend, wenn fur >« sein groBter Wert genommen nnd 
der zngeliorige Wert von TJ mit bezeiclinet wirdj ZJg ^ U 
ist; also ist fiir jeden Wert von z: 

Vt<V<V^. 

Bleiben nun f7i nnd ETa ancl, fnr « = 0 endlich, so gilt 
das gleiche fiir 17, "wahrend 17 = oo wird, wenn Uj nnd 
Fg es virerden. Fiir nnd 17g aber gilt, da nnd x^ kon- 
stant Bind, das vorige Eesnltat, mitkin gilt es anch fiir 17. 
■Auf die absoluten Werte von Z laBt sioh dieselbe Argu- 
mentation anwenden. 

Handelt es sick weiter nm eine beliebige anziekende 
Flacke, so teile man diese gen an wie S. 91 in zwei Teile 
nnd beschranke, vde dort, die Untersnchung anf den Teil I . 
Mmmt man den 8. 91 definierten Kreisradins nnendlick 
klein an, so wird der Flachenteil J nnendlick klein: Bine 
nnendUch kleine Flacke aber kann man als in der Tan- 
gentialebene liegend anseken, da das Lot, das von einem 
dem Beriikmngspunkte nnendlick naken Flackenpunkte 
anf jene Bbene gefallt wird, nnendlick klein von der 
zweiten Ordnnng ist. Brsetzt man aber den unendHck 
kleinen Plackenteil I durck den entspreckenden Teil der 
Tangentialebene, also dnrck eine ebene Kreisflacke, so 
kann man das fnr eine Kreisflacke abgeleitete Eesnltat, 
das anck fiir nnendlick kleine Werte von R giUtig bleibt, 
anwenden. Fur nnendlick kleine B ist ferner die obige An- 
nakme, daB x innerkalb des Kreises iiberall gleickes Vor- 
zeicken hat, von selbst erfiillt. 

Somit seken wir, dafi bei Blacken, die einen Massen- 

pnnkt nack dem Gesetze anzieken, die Kraftefunktion 

fur einen in die Flacke fallenden angezogenen Pnnkt nur 
endlick bleibt, falls p < 3 , die normale nnd damit anck 
jede nickt in die Tangentialebene fallende Anzieknngs- 
komponente aber nnr dann, wenn p ^ 2 ist. 

Anmerknng. Fiir eine homogene Kngelflacke 
ergibt sick das Eesnltat ebenfalls dnrck direkte Eech- 
nung. 
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f) Die zweiten Ableitungen der Kraftefunktion 
raumlicher Massen fiir Punkte der Masse bei dem 

AnziehuBgsgesetze -- . 

Wir benutzen eine abBlicbe TraBSformatioB wie bei 
dcB zweiteB AbleituBgen des NewtonscheB Potentials. 
Liegt znnacbst der PuBkt A{x,y,z) aiiBerbalb der 
Masse, so wird: 1 * 


Dnrcli ABweBdung des Hilfssatzes I, S. 60, folgt hieraus: 


dU 

iU) 


1 ffTccos{ N, ^)do 

p-ijj e’’-' 


1 fff^^ X-v 

F^JJJ ^ e”"' 


TJm diese Pormel aucb anf einen Punkt A der Masse an- 
’wenden zu koBBen, miissen •wir A durch eineAbscbHefiungs- 
flache K vom iBtegrationsgebiet anssclilieBen, uBd da jene 
AbscblieBungsflache mit znr Grenze des Integrationsgebiets 
gehort, so zerfallt das erste Integral anf der recbten S^te 
Ton (14) in die Summe zweier Integrale, eines, das 'uber 
die auBere Grenzfiache G der Masse, und ein zweites, das 
■aber K zu erstrecken ist. Pur das letztere Integral ist A, 
die auBere Normale des Integrationsgebiets, die nacb dem 
Jnnern tob K gericbtete Aormale. 1st A die auBere 
Aormale von K, so ist (A, |) = tt — (A , f) , und das in 
Bede stebende Integral wird, wenn wir nocb, wie vorber, 
den von A nacb einem Punkte von K gezogenen Badius 

mit d bezeiehnen; , , .v , 

1 f l"k cos(A , I) do 

(14a) 


Das Plaobenelement do von K drucken wir mittels der 
Gieicbung (10), 8. 66, durcb seine Projektion auf eine Kugel 
Yom Badius 1 aus: 

Bind' dd’ dcp 
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so geht (14a) Tiber in: 


{14b) 


■ 1 rpc cos(N', I) 
J^ljj eoa{N',d) 


sin# ^#^99 . 


1st nun 2 ) < 3 , so wird fiii 3 = 0 ancb das Integral (14b) 
== 0 , nnd zwar gleichgiiltig, welche Fiache K wir zngrunde 
gelegt batten, und wie sicb diese dem Punkte A nabert. 
Piir p =3 nnd ?)> 3 dagegen verscbmndet das Integral (14 b) 
inr 5 = 0 nicbt, sein Wert ist Ton der IsTatur der Mache K 
nnd der Art, -wie sicb diese znm Punkte A znsammenziebt, 
abhangig. Wir erkennen daraus, daB die Eormel (14), in 
der das erste Integral recbts nur liber die anUere Grenz- 
flacbe der Masse zu erstrecken ist, fiir Punkte der Masse 
ebeiifalls gilt, aber nur, falls p <3. 

tJbrigens lebrt. diese Betracbtung aufs neue, daU fiir 
Werte von p zwisoben 3 und 4 (4 ausgesoblossen), fiir die 

ia, faba iiberall endbcb ist, das zweite Integral anf 

der recbten Seite von (14) nocb einen bestimmten endbcben 
Wert bat, X fiir Punkte der Masse vdlbg unbestimmt wird. 

Durch die Pormel (14), die, wie gezeigt, fur jX 3 aueb 
fur Punkte der Masse gilt, ist X als Snmine zweier Krafte- 
funktionen ausgedriickt: 


(15) 


dU 

dx 


= Wi4- Ws 


namlich der Kraftefunktion einer anf der auBeren Grenz- 
flacbe mit der'Dicbtigkeit —Tt cos(JV, f) ansgebreiteten Masse 
und der Kraftefunktion Wg einer raumbcben Masse von der 
die 

Diobtigkeit . Ans (15) folgt: 

dX d^V aWi , dW^ 

dW. , 

Fur Punkte A im Innern der Masse hat -■ g— emen be- 
stimniten endlichen Wert, da A ja auBcrhalb der auf der 
G-renzflache ansgebreiteten Masse liegt, hat einen end- 

lichen Wert, da <3 ist, Mithin hleibt fur p < 8 auch 
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— — endlicli, vorausgesetzt nur, daB i» dem betracli- 

teten Punkte A endlich ist. Eiickt dagegen A auBere 

arenzflacke der Masse, so wird nach den in e) akgel^ateten 

Besnltaten sobald f>2. ist, wakrend fur 

alle ?) < 3 endlich bleibt. Piir Punkte der Grenzflache 

dm 


der Masse wird daher 




: OO j sobald p.> 2 ist. 


Kapitel 2. 

Ermittelung von Anziehungsgesetzen mit l^stimmten 
Eigenschaiten. Korper grofiter Anziehung. 

a) Wir wissen (s. 8. 26), daB eine 
trischen Kugeln begrenzte Schaje, deren Dichtig^it nu 
dl IbBtanOeWom Mitt»lp,dkte — S-'g* 
grundelegung' des Hewtonschen Gesetzes ai^ emen 
des inneren hohlen Eaumes gar keine Anziehung ausubt. 
wL fragen, ob das Eewtonsche Gesetz das einzige ist,. 

das diese Bigensohaft hat. 

Zur Beantwortung der Brage genugt 
ziehung der Schale die einer homogenen Kugelflache zu 
betrachten. Denn einerseits muB, wenn Yon kemer der- 

artigen Schale eine Wirkung Se 

aucb flir eine nnendlicb dunne Scbale, d. n. ±ur erne 
Kueelllache gelten. Ubt andererseits die Kugelflache keine 
Wirkung ausf so gilt ein Gleiches Ton der Schale von end- 
licher Dicke, die man ja durch konzentrische 
unendlich diinne Schalen zerlegen kann. Wir fragen dah® : 
Welche Form muB das Anziehungsgesetz 
eine homogene Kugelflache auf einen inneren Punkt kerne 

Polarkoordinaten eingef^rt deren 
positive 2 -Achse durch den angezogenen Punkt A geht, 
md ist 3 der Abstand des Punktes f.}’ 

punkte, B. der Kugelradius {B> «) , so ist nach (6b), 8. 1 , 

die Kraftefunktion 2 « » 

(1) XJ = a B^f j F {q) sin'& dS'd(p, 
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worin F{q) die durch Gleicliung (3), S. 110, definierte Funk- 
tion bezeiolinet, und es ist 

(2) + cos 7? . 


Da Q von cp nnabhangig ist, kann man die Integration 
nach (p ansfuliren. Die Integration nacli '8' ferner ersetze 
man dnrcli eine solclie nacli q , so wird 


und daker 

( 3 ) 


Q ^ B — z Inr 8^0, 
Q ~ B -j- z fnr 8 ^ 71 j 

R+z 

2 7zxb r^, . , 

77 == — _ — F{Q)QdQ . 
R-z 


Wenn man das unbestimmte Integi’al 


(4) jF{Q)QdQ = ^ig) 
setzt, so wird 

(5) 77 = [^(JB + _ cPi^B - z)] , 


und die auf den Punkt A ausgeubte Kraft, die die Eich- 

S fT" 

tung der z-AcMe bat, ist . vSoll auf den Punkt A keine 
Wirkung ausgeubt werden, so muB 


/0\ ^ f + z) — 0{E -- z ) \ ^ ^ 

^ dz \ z ' } 

sein Oder 

(6a) rP{B + z)-^{B^z)===^z-W{B) , 

wo 5F(J2) eine wiUkurlicbe Funktion von jB bezeicbnet; 
und die Gleichung (6 a) muB, falls unsere Forderung fur 
jede bomogene Kugelflacbe erfullt sein soil, fur beliebige 
Werte von B und alle z <^B gelten, Dnsere Frage re- 
duziert sicb daber auf folgende: Welcben Wert mufi die 
Funktion ^ baben, damit zwiscben zwei unabb^ngigen 
Yeranderlieben B^ z 6ie Eelation (6a) besteben kann. bTun 
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gilt fiir die linke Seite von (6 a), welches auch der Wert 
von sein mag, die Gleickung: 

H- is) — — 2)] ^ + g) — — ^)i ^ 

~dW dz^ 


a) 


Tmithin miiB auch 

S^lz-WiB)] 


(8) 

d. h. 
(8 a) 


dB^ 


B^[z ■ wm 

6z^ 


d^¥{B) 

'' dB^ ' 


0 


sein, also, da » von 0 verschieden ist, 

(9) W(B) = iAB + iB , 

wo A nnd B willkiirliclie Konstante sind. Somit geht 

(6a) Tiber in; 

10) ^{B + z) — ^{B — z) =- iAzB + iBz . 

Setzt man Merin 

(11) B + m — u , E — «=='», 

SO erh^lt man 

0{u) — ^{v) — v^) + 2JB('W — v) 

Oder 

(12) ^{n)-Au^- 2Bu=^^{v)-Av^ -2Bv . 

Da E nnd « nnabbangige VeranderUcbe sind, sind es aucb 
« nnd denn man kann ja z. B. E nnd so andern, 
^6 E- a.nnverandert bleibt, E + « allein sieh andert, 
nnd nmgekebrt. Soil Gleiohnng (12) aber fnr 
voneinander nnabbangige Veranderliche « , ® 
so mnfi jede Seite einer Konstanten G gleicb sem, denn 
differentiiert man naob u, so wird die rechte 
differentiiert man nach v, so wird die linke Seite 
Wir baben also fiir beliebige positive Argnmente: 

(]^3) 0{u) = Au^ 2Bu + G , 

also ancb 
(13 a) 


0{q) =■ a + 2B q + G . 
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Die Differentiation von (13 a) ergibt mit BiicksicM auf (4): 

^'{Q)=^F{Q)-Q = ‘iAQ + 2B , 

J'(g) = 2J.H 

daher wegen Gleiclmng (3) S. 110: 

o_g 

(14) f{Q) = ; 

das ist aber das Newtonscbe Gesetz. Wir liaben daber 
das Besnltat: 

Das Fe-wtonscbe Gesetz ist das einzige, bei dem 
eine von zwei konzentrischen Kugeln begrenzte Scbale, 
deren Diobtigkeit nnx von dem Abstande vom Mittel- 
pnnkt abbangt, anf einen Punkt des inneren boblen 
Eaumes keine Wirknng ansiibt. 

Anmerknng. Bei der vorstebenden Argumentation 
ist vorausgesetzt, daB die Anziebung allein von q abbangt. 
Eimmt man aber an, daB die Anziebung ancb von der 
GroBe des Kagelradius B abbangt, daB also scbon die 
Eunktion ({q) nnd daber auob die Funktionen E(e) und 
^{q) neben q noeb B entbalt, so bleibt zwar die Gleicbung 
(6a) bestehen, es gilt aber niobt mehr die Gleicbung (7). 
Diesen Pall -weiter zu verfolgen, bat kein besonderes 
Inter esse. 

b) Das bTewtonsche Gesetz bat ferner die Eigenscbaft, 
daB eine von, zwei konzentriscben Kugeln begrenzte Scbale, 
deren Dicbtigkeit sicb nnr mit dem Abstande vom Mittel- 
punkt andert, einen auBeren Punkt so anzieht, als ware 
die Masse der Scbale im Mittelpunkte vereinigt. Wir 
woUen untersucben, ob das Kewtonscbe Gesetz das ein- 
zige ist, das diese Eigenscbaft besitzt. Dabei kdnnen wir 
uns aus demselben Grunde, wie in a) (siebe S. 123), auf 
eine anziebende Kngelflacbe bescbranken. 

Benutzen wir dieselbe Bezeicbnung wie in a), so tritt 
bier gegen a) nur der Unterschied ein, daB fiir auBere 
Punkte z> B . Bei Berecbnung der Kraftefunktion U 
wird daber die untere Grenze des Integrals (3), die '& = 0 
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pntsuricM z—E; denn p ist die positive Wurzel der rech- 
tea Seite’von (2). Nach Binfiiliruiig der ^(p) 

[Gleictang (4), S. 124] wird dader m tinserem Balle 

(15) U == 2 nx ^ +E)- - -B)] • 

Andererseits ist die Kraftefunktion 

Mittelpunkt der Kugel gelegenen vo^in- 

in dem die Masse der KugelQaolie, d. h. inxE , konz 

triert ist: 

(IQ) iuxB^Fir) , 

wo r den Abstand des angezogenen 

punkte bezeiobnet. Soil der angezopne Punkt unser 
Punkt A(0, 0, ») sein, so ist r = 2=, also 
(16a) TJ^^inxE^Fiai) . 

'^nilPTi die Ku^elflache und der Massenpunkt auf A erne 
wSkung von gleicber GroBe und Bicbtung ausiiben, so muB 

dU. 5Z7i 


dz 


d e 


sein, d. k. 


a ( 0(z + -B) — ^(g — K} \ ^ 2B 


dFjfs) 

de 


- 

Oder wenn man nacb 2 integriert und die 
konstaltT, die ja von B abbangen kann, mit TO be- 

zeichnet : 

(17a) <5 (u+J2)-^(2--B) = 2J22J^(«) + *'®'(-®) • 

■Diese Gleicbung muB wieder liir 

nacb 2 und nacb B einander gleicb sem, d. b. 


(18) 

Oder 
(18 a) 


2B 


d^[zF{z)l _ d^W^)^ 

da® dE® ■ 


1 d^[zF{z)] 
'a dz^ 


Id® TO . 

2R dB? ’ 
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und da z und B unabhangige Verandetliche sind, so muiJ 
wie vorher (S, 126) jede Seite von (18 a) einer Konstanten 
gleich sein. Bezeichnen wir diese mit —3(7, so wird 
demnach 


(19) 




weiter, wenn 0^ und €2 neue Konstante sind, 
d[zF{z)] 


dz 

zF{z) 


= -lGz^ + G,, 

= -i-Gz» + G,z + G2 , 


(19 a) 


F{z) = - 1- Gz^ + (7, + 


G, 


und da endlicb nacli (3), S. 110 

f{z) = -F'(z) 

ist, so wird 

( 20 ) 

also auoh 




(20 a) 


f(gy^G^ + 


G, 


Fiir 0 == 0 gibt (20a) das Newtonsclie Gesetz, dagegen fur 
O 2 = 0 eine Anziehuag (Oder fiir negative G eine Abstofiung) 
direkt proportional der Entfernung. Wir baben also fol» 
gendes Eesultat : 

Das Newtonscbe Gesetz ist niobt das eiuzige, bei 
dem eine von zwei konzentrisclien Kugeln begrenzte 
Scbale, deren Dichtigkeit nur eine Fnnktion des 
Kugelradius ist, einen auBeren Punkt so anziebt, 
als ware die Masse der Sohale im Mittelpunkte wer- 
einigt. Es teilt diese Bigenscbaft mit dem Gesetz, 
bei dem die Auziebung, resp. AbstoBung zweier 
Massenpunkte ihrem Abstande direkt proportional ist, 
c) Der Korper groBter Anziebung fiir das An- 


ziebungsgesetz 




Die zu bebandelnde Erage ist folgende: Welcbe Ge- 
stalt muB ein Korper von gegebenem Volumen und ge- 
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gebener konstanter Dichtigkeit besitzen, um auf einea 
materiellen Punkt eine moglicbst groBe Anziebung aas- 

Dabei kann man die Eicbtnng der Kraft als gegeben 
annebmen. Denn dnrcb Drehnng des mit dem angezogenen 
Punkte A fest verbunden gedacbten Korpers nm aen 
Punkt A kann man die auf A ausgeubte Kraft in ]ede 
beliebige durcb A gelegte Linie fallen lassen. 

Macbt man A zum Anfangspunkt der Koordinaten 
und die Eicbtung der Kraft zur positiven oj-Acbse, so 

mussed sicb die von den verscbiedenen Massenelementen 
herruhrenden, zur a;-Acbse senkrechten Komponenten 
anfheben: von der Anziebung, die ein beliebiges Elemen 
dfi auf A ausubt, ist also nur die aj-Komponente wksam. 
Diese ist, wenn 77, t die Koordinaten von d/.i smd: 


( 21 ) 


Z = 


id/A, 




2? + l ' 


Da alle dfx positiv sind, so bat X das Vorzeioben von f . 
Aucb nimmt \X\ ab, wenn bei festgebaltenem | der Ab 
stand des Elements dfi von der »-Acbse ver- 

groBert wird. Ferner, kann die a;-Acbse nicbt ganz ® ‘ 
halb der anziehenden Masse Megen, wed sich dann die zu 
m senkrecbten Komponenten nicbt aufbeben ^ 

muB vielmebr die Grenzflacbe der Masse scbneiden. 
“""^rvoransgeschickt, betracbten wir 
konstanter Dichtigkeit, die von einer 

F beerenzt wird, und fragen, wie man die Gestalt der 
MaL andern kann, obne Volumen 

andern. Es kann das nicbt dadurob gesobeben, daB inan 
im Innern gelegene Massenteile berausnimmt und sie auBen 
Z irSeiner Stelle von F anfiigt; denn dadurcb ^de 
im ifnern ein Eaum von der ^icbtigkeit M entsteben, 
und die Dicbtigkeit wurde nicbt mebr uberall die gleicbe 
Sn Ma^ kann daher die verlangte Anderung nur so 

vornebmen, daB man Massenelemente, jiie unmittelbax an 

der Grenzflacbe F liegen, aus ibrer Stdle entfernt und 
sie an einer anderen Stelle von F der Masse :wieder an- 
fiigt. Durcb Wiederbolung dieser Operation 
allmablicb der Masse eine andere Form geben, obne a 

9 

Wangerin, Theorie des Potentials I. 
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sich Dichtigkeit nnd Volumen andern. Soli nun die ur- 
spriingliclie Masse ein KOrper grSBter Anziehung sein 
so muB seine Grenzflaclie so beschaffen sein, daB 
die bescbriebene Verlegung von Massenelementen der Ober- 
fiache die X-Komponente der Anziehung stets verklemert, 
nie vergrbBert wird. Dazu ist zuerst notig, daB die ganze 
Masse auf der Seite des positiven x liegt. Denn tm em 

Massenelement dfi, dessen a;-Koordinate negativ ist, ist nacb 

(21) X negativ. Durcb Verlegung von nach irgend 
einem Punkte mit positivem f wurde das Vorzeichen von 
X geandert, also X und damit die gesamte Kraft, die ja 
die Bicbtung +x bat, vergrdBert. Fiir den Kdrper groBter 
Anziehung muB daher F ganz auf der Seite der positiven 

X liegen. Ferner ist erforder- 
lioh, daB firr gleicbe Massen- 
elemente, die an verschiede- 
nen Stellen von F liegen, die 
X-Komponente der Anziehung 
den gleichen Wert hat. Um 
das nacbzaweisen, betraohten 
wir zwei gleiche Massenele- 
mente dju — dfi^ , die an den 
Stellen P und Pj von F liegen, 
und bezeichnen die X-Kompo- 
nenten der von dfi und d/xj auf A ausgeiibten Anziehung 
mit X und Xi, ferner mit X' die Komponente der An- 
ziehung, die d/j. ausiiben wurde, wenn es von der Stelle P 
fortgenommen und in P^ von auBen an P angesetzt wiirde. 
Nach dem oben Gesagten sind die aj-Koordinaten von P und 
P, positiv, daher auch X, Xj, X' positiv. Kach der Ver- 
legung von d/x. nach Pj haben die Elemente d/^ und dfx^ 
dieselbe ic-Koordinate ^ , dagegen hat d/x , das von auBen 
an F angelegt ist, einen groBeren Abstand von der ai-Achse 
als dfx^t das von F aus nach innen liegt; folglich ist 



Fig. 554. 


(22) 


X'<Xi 


wenn auch der Untersohied beider nur unendlich klein 
ist. War nun X < Xj und der TJnterschied zwischen X 
und Xi ein endlicher, so ist 

(23) X<X'. 
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Denn X' ist zwar kleiner als X^, i^^^^sclieidet si^' aber 
von X, mir um unendlioh kleines, wabrend X < Xx una 
der UnterscMed beider endlich ist. Bei der Annate 
X< X, wiirde also dutch die beschriebene Verlegung^von 
du eine Vergrofierung der Anziebung parallel a? erfolgen. 
& der Annabme Z> erhalt man ebenso eme Ver- 
eroBerung der A-Komponente, wenn man d^l^ von 
nacb P verlegt. . Bei beiden Annabmen kann also durcb 
Verlegung von Massenteilcben eine Vergrofierung " 

Tomponente der Anziebung berbeigefubrt werde^ 
bPi dem Korper grofiter Anziebung nicbt der sein 

darf. Wenn dagegen X=X^ ist, so wd nacb ^2^ 

■wobl dutch die Verlegung von dfi nacb Pj , als durcb me 
Veiieeung von nacb P stets eine Verkleinerung der 
X Kompmente iferrorgebracM. Bei i<m 
Aneiehi muB das nun » swei “ h. 

voii F liegende Elemente d/x = 

m den Korper grofiter Anziebung muB die Grenzflacbe 

P die EigensLaft baben, dafi “^’'Ifebe 

die L iersebiedenen Stellen von P begen, die gleicbe 
X- TConiDOiieiit© dsr Anziclixing l)6sitz6ii. -ki a 

SS“ gibt sich die Gestalt der Giepsll«he F te 
Korners °T6Bter Anziebung unmittelbar aus ( 21 ). Sind 
f,T,TaE Srdinaten eines beUeWgea PubMes TOn P'. 

80 muB 

L — - = konst. 

(2^) (1/124.^2 + ^2)*’+ 

sein, Oder wenn die Konstante, die ja positiv sein mufi, 
da I positiv ist, mit i bezeiebnet wird: 

( 24 a) (/|2 4. ^2 4:'^)*’+^ = av-S ■ 

g^ifme'kSt i’^'SSralso auf der Oberfla^be des 
wird, mufi nacli S. 117 p <C 3 sein. ^ 
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Fiir das Ne-wtonsclie Anzielrangsgesetz p = 2 wird 
die Grenzfiaclie des Korpers groBter Anziehung 

(24b) + 

Damit (24 a) eine Kugel darstellt, nauB p = 1 sein. Also 
nor bei einer Anziebong umgekebrt proportional der 
ersten Potenz des Abstandes ist die Kogel ein Korper 
groBter Anziebong, for andere Gesetze, insbesondere aocb 
fiir das bTewtonscbe Gesetz aber niobtr 

Wir wollen nocb die Anziebong, welcbe der Korper 
groBter Anziebong aof seinen Pol A aosbbtj berecbnen 
ond sie vergleicben mit der Anziebong, die eine Kogel 
von gleicbem Volomen ond gleicber Dicbtigkeit aof A 
aosoben wdrde. Zo dem Zwecke fiibreo wir Polarkoordi- 
naten ein mit der (c-Acbse als Polaracbse, setzen also 


|=eco3i9' , y = g8m'&GOS(p , C = e sin-& ain<p , 
so wird, falls die Dicbtigkeit des Korpers ist. 


d/u = X q‘^ dg amd' d'& dcp . 

Setzt man diese Aosdrbcke in (21) ein ond integriert, so 
erbalt man fiir die gesamte aof A aosgedbte Anziebong 

den Wert: fffdgaiii'&Goa-d'd'&dcp 

(25) A^=^>cjjj-^ . 


Die Grenzen der Integration sind folgende: Zonacbst 
ist nacb g zo integrieren von p = 0 bis zo dem W erte g — r, 
der der Grenzflacbe angebort (also r == A P in der Pig. 24, 
S. 130), ond die Gleiobong (24a) gibt nacb Einfdbrong 
von Polarkoordinaten for r den Wert j 
(26) cosi? , r = o (cos#) ^ . 


[Speziell for das Kewtonscbe Gesetz wird 

(26a) r = o/^#.] 

Perner ist nacb (p von 0 bis 2 zo integrieren, nacb 
# von 0 bis da die anziebende Masse ganz aof der 
Seite der positiven f-Acbse begt. Da 


dg 


^ 3 - 2 ? 


^3-27(cos#)?> 

3 — p 


- 1 


0 
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von fp unabliangig ist, so wd 

/’(cos# Sint9 d# 

[ = " 3 -■ p ^ + P ‘ 

Ferner ist das Volumen der anziehenden Masse: 


y _ IJJe-‘ ^e sin# d# d<p = -^- j sin# d# 

9 /■“ 1. 2 71 .) # 

*3 I (cos#)*' sin# d# = «' 3 + p ‘ 

L » 

Zum Verglelch 'If S 

nen, die eine liomogeAe „fische dnrch A gebt, anf 

gleicber DicMigtoit, Ii^tegral (25) wie M,. 

^ afUSiibti. -a-fc ' Tviv-rto, p-rpn^P ' t you p nielli} d.xiroli 

in Polarkoordinaten 

^20/) r = 2 Bcos#, 

,„rin « den Kngeteedins toeldnet. Demneoh m.d Mer 


fd& _( 2 E)#(cos#^ 
I ^29-2 3 jp 


^ (cos'^’)^"^^ sin'<9- cf /> 


3 — p 


27 r;«( 2 JB)«-^ 1 

- 3 _ p ■ 5 - P 
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Soil die Kugel gleiches Volumen mit dem Korper groUter 
AuziehuDg haben, so ist nacli (28) 


V 


— 31 -5—7 - 

3 3 + p 




d* h. 


B - 


y 

fl]/ 


p 


2(3 + 'o) 


DuTcli B-al)stitvition dieses Wertes geht (27') uber in 


(27") 


■^k 


2 7ixa^-\ 2 »-?' ' V 

3—p ■ 5 — p L2(3 + p) 


Aus (27) nnd (27") folgt: 


(29) 



Fill « = 1 wird, in tJbereinstimmung mit dem oben 
ansgesprochenen Eesultat, A, = A™ . Dagegen ergibt sich 
fiix das Newtonsobe Gesetz p == 2 : 


(29 a) 


. A„ 3 ■ 3 • 


Wir baben somit das Eesultat: 

Die groJJte Anziebung, welcbe eine bomogene 
Masse nacb dem Newtonscben Gesetze auf einen 
Punkt ibrer Oberaacbe ausiiben kann, verbalt sicb 
zu der Anziebung, die eine Kugel von gleicbem 
Volumen und gleicher Dicbtigkeit auf einen Punkt 

ibrer Oberflacbe ausiibt, wie 3 :l/25. 

Anmerkung. Die Meridiankurve der Grenzflacbe des 
Korpers grbBter Anziebung ist, falls nicbt p = 1 ist, in be- 
zug auf ibre Scbnittpunkte A und A^ mit der^ Eotations- 
acbse nicbt symmetriscb. Aucb ist die Anziebung, die 
der Korper auf A^ ausiibt, auBer fur p = 1 , kleiner als 
die auf A ausgeiibte Anziebung. 
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Kapitel 3. 

Das logaritlimiselie Potential, 
a) BintSlirmig '1“ 

Baume die Lapldcesciic JJ i^ewtonsche. Daran 

deres Anziehungsgesetz gilt a_^ Mannigfaltigkeit von 

ankniipfend, fragen w , nn^ieliende Kiaft bescliatfen 

MioMe dneder Laplaoa- 

seln muB, we.nn lilr f'« soil. aZ dem- 

BOhen Glcichnng kdnnen wir die Betradhtung adf 

selben Grunde wie S. 112 konnen vn 

awel MaSBenpaatte bMOtonken ^ 

.Nehmen WB “““ f 5’'„,'iaaten des addeliendem 

f“ '’W di« d® adgsBdSd™- ^ 

beider sei q, also: 

(1) 

Bie Keaft, mit der der den eweiten aneiebt, 

sei f(e), iiire Komponenten also. 


( 2 ) 

Setzt man: 

( 3 ) 

SO wild, da 


ist: 
(2 a) 


Xh = fiQ) 


8 


{h: 


: 1 , 2 , ..-,«)• 


/ Hq) ^8 ~ ’ 

lii-% 


1r- 

8 (Oh 


— 


dFi s) 8 q 

de~ 


8F{qI 

doDh 


FiQ) ist die Krafte^nktion, an » fetzen'^^ 

tritt. Urn ibre zweiten Ableitunge 
znr Abktirzung 

( 4 ) ’ 
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SO da£ 

Xft = = <P (e) ih - ajfe) 




•wird. Daraus folgt 


= - 9^ to) + 9=’'(e) toft - %) 




— 95 to) — ^’'to) 


{h - oo,r 


und weiter 

n 

(5) 


7l=l 


d^FjQ) 

dxl 


-n(p{Q) — (p'{Q)-e 


Soli AF{q) versch-wiiiden, so muB 


( 6 ) 


n , ^to) „ , v 
Q ^’to) 


sein, woraus durch Integration folgt: 

n loge + log?? to) = logo , 

fie) = |r . 

daher 

(7) fi9) = efiQ) = -^n-i • 

In einer Mannigfaltigkeit von n Dimensionen muB somit 
an Stelle des N ewtonschen Gesetzes eine Anziehung treten 
■umgekehrt proportional der (w — l)-ten Potenz des Ab- 
standes, wenn die der Laplaceschen Gleicbung analogs 
Eolation gelten soil. 

Fiir zwei Dimensionen, d. b. fur die Ebene, folgt ans (7) ; 

(8) fie) = I > 

und die Kraftefunktion wird 

(8a) F{e) = —ffie) dQ = C log(y) . 
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Funktion nennt mau das logaritlmiisoliePoteiitiaJ. 

?£ dTe Bbre tritt also an Stelle der 
SeLng eine An^iebung nmgebebrt P^t^onal der Bnt 
fernunl an Stelle des Newtonscben Potentials d^loga 
rlXfscbe Potential, das der Gleicbung genugt: 


(8b) 


d^F 


asp 




= 0. 


b) Logaritbmiscbes 
konzentriscben Kreisen begrenzten bom g 

Pnnkt A mit den Koordinaten a;, y nnd 

tgefogS^o 

gelegte Anziebnngsgesetz ^die anziebende Era . 

(9) 

Die Komponenten dieser Kraft sind, da die Anziebung 
von A nacb B erfolgt: 


(9 a) X — ~ > 

Oder da 


X- g. 


-y) 


dq 

dx 


■ X 


usw., 


(9 b) X = fimfj. 


81og(i) 


8x 


y = f\mfi 


3iog(i) 


dy 


Das logaritbmiscbe Potential 

(10) 7=fl«^/“logy • 

sr=lrr3S=SS= 
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ienigen ubergehen, die Ton einer Beibe diskreter Massen- 
punkte, ferner von einer Maobe Oder einer Linie auagenbt 
wird. Fiir eine anziebende Fiacbe wird: 


(10 a) F = /; 




do , 



■WO h die Dichtigkeit, do das Flacbenelement bezeicbnen, 
nnd fur eine anziebende Linie wird 


(10b) V ■■ 





Der angezogene Punkt x , y ist dabei zunacbst als auBer- 
balb der anziehenden Masse liegend anzuseben. 

Wir wenden die Formel (10 a) auf den Fall an, daB 
die anziebende Masse von zwei konzentriscben Kreisen be- 
gxenzt und ibre Diobtigkeit konstant ist. 

Fuhren wir Polarkoordinaten ein: 


( 11 ) 

so wird: 

(11a) 

nnd 


I a? = r costp , ' y — r sinqs ; 

( f = rj COS951 , y == riSingjj , 

== r'l — 2 r rj 008(95 — 951) 

do = ridr^dq>i, 


demnacb, wenn R nnd Rq die Eadien der die Masse be- 
grenzenden konzentriscben Kreise sind: 

2.t E 

(12) f ==fimhj jr^dridcpilog 

0 

Znr Ermittelnng dieses Integrals entwickeln wir log^— ^ 

nacb den Kosinns der Vielfacben von cp — (pi- ^er- 

legen wir. den Ansdrnck (11a) fur in ein Prodnkt: 



(13) = [»• — [ 5 * — 


Oder aucli; 

(13a) 0 ® = [j-i -- r [ri - r • 
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hat)en wir: 


1 

Q 


|/ 1 1 


logl^) = “ 2 


II. 


log 1 --r-« 


-i{rp-<Pi) 


K r At^r, 7wpiten und dritten Summanden rechts 'wenden 

Auf den zweiten una konvergiert, 

vo^Adnlr .i 1 M, so erhalten w. 


+ 

+ 


j- gSilip-yi) -{-••• 


2 
Oder 

(14) 


l„g(i)_log(i 

+ 1 (&)%->.(.-- + + ■ • -1 

log(i)-l<.g(v)+V««^('i“-'f>' 


+ ■ 


i(il.Ycos2(9^-<Pa) + 4 (^) cos3(qp-<Pi) + 


-S ?‘Jd n iinanzkommt, 
SO dafi sicli fiir r <»•! ergibt: 


ErwBitexungon des Potentialbegriifs. 

Die Beilie (14) ist in (12) einznsetzen, wenn der angezogene 
Punkt anBerhalb des auBeren Grenzkreises B der Masse 
liegt, die Eeike (14a), wenn er innerkalb des mneren Grenz- 
kreises Bo liegt. Im ersteren Falle soli V nut 7„, im 
zweiten mit Va bezeiehnet werden. Sack Bmsetznng 
iener Beiben in (12) soli zuerst nack cpi integnert wCTden-, 
dabei ist zu beackten, daJJ fiix jede ganze Zakl m > 0 


(14b) 

ist. Demnach wird: 


3.'r 

jcosm((p — (pi)d(pi == 0 


(15) 


Y^^f^mJc2jtlog 


R 

Tidr^ 


Ro 


==f,mfc7r(E2_.i^2)logUU=/>Jfl^^ , 


woriii M die ganze anziehende Masse bezeiclmet, und 


(15 a) 


R 

7' = /; m fc 2 jt fri log dr^ 


Bo 


, 12 ' 


=of^mlcn rflog(-^) 

= f^mlc SI log + 2 


■Bl 


log 


B, 


+ 




In dem Ansdxnck fiir 7® kommen die Eoordinaten des 
angezogenen Punktes nickt mekr vor, mitkin ist: 


(16a) 




dVL 


Soo 


b > -1^® — P., ^ ’ 


d. k. die Ton zwei konzentriscken Kreisen begrenzte komo- 
gene Masse iibt anf einen Punkt des inneren koklen Baumes 
keine Wirkung aus. 
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Ferner folgt aus (15): 

01og(^ 
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(16) 


dec 


ir _ 

Sic " 


sv 






Bine Vergleichung 

&8efbeirenztThomogene Mas^se ^ 

SeXmeln (isl 

1 n- T> A d h.. fiir cinen Yollon Kreis. 

Anm erkung. Hatte man statt des Potentials 

^,..Cto%on4ten — ‘^entSluS SmSS 

?i“FS Sffotende ist es aber wichtig, aucb die 
wLte des logaritbrnisohen Potentials zn kennen. 

t) Logaritbxniscbes Potential einer bomogenen 
rr i^^^‘dohc^ fiir Pti]ikt*6 dcx Masse. 

An^nd^ ™rdi" 

man das ^ einer bomogenen 

komponenten fnr PunK TTeyfaiiren ist ganz analog 
Kreisilaobe bereebnen. l>as anf^Pnnkte im 

dem, das 1^®^“ Kngel a^gewandt war. Bs sei B 

Innern einer bomogenen rs-o^e jna«Tio <tpr im Innern ge- 

d,r d« 

legenePunkt A kabe vom ^ P , Kreise mit 

Dann konstrniere man ™ ^ positiTe 

den Badien r -\- s und i > naeTist von dem zwiseben 
Lfien Sind, nnd iibrig- 

diesen Hilfskreisen Jfeinem bomogenen Kreis- 

bleibende Masse J;' *„igehen Kreisen B und r+«) 

ringe, begrenzt von den . ^om Badius r - « • 

2. aus einem vollen b) abgeleiteten 

Auf beide Massen konnen von beiden 

Besultate angewandt werden, da A keiner v 


■^^2 Erweiter ungen des Potentialbegriffs. 

Massen angehSrt. Daher werden die Anziehnngskompo- 
nenten dcr erstGH IVtasse DSicb. (16 Ej). 

Xi = 0, Yi-=0, 

die der zweiten Masse nacli (16): 




.2 ’ 


-f\m M 


wy 


yro jJ die zweite Masse bezeichnet, d. h. Jlf “= knir e')S 
so daJJ _ y 

X,,^-f,nicn{r-er^, f, = - e')V 

wird. Bilden ynrX, + X,, resp. + f, und gehen zur 
Grenze f ur e = 0 und «' = 0 iiber, so erhalten 
Komponenten der Anzieiung, welclie der . voile Kreis J2 
auf den inneren Pnnkt A ausnbt: 


(17) 


, \ 


Xi = lini(Zi ^ X,) = - fimlcjix 


- lini(Ti + Ta) = -AmTcny . 


Piir die Potentiale der mit 1 nnd 2 bezeicbneten Massen 
haben "wir nacb (15 a) nnd (15): 


Vi^fimTc 
Y^ = f^m fcjr(r 


log^-^] 




■ (r + s)^ 


'« s (47) + ¥]}’ 


■eO'log- 


Darans ergibt siob durcb tlbergang znr Grenze e-0, 
g' = 0 das Potential des inneren Pnnktes A : 

( 18 ) % == iim.(Fi + -fg) = /i m k [log + -^ ] - 2 '’'*} ' 

Wir seben also, daB sowobl die Anziebnngskomponenten, 
als das logarithmiscbe Potential fiir den im Imeren d^ an- 
ziebenden Kreises gelegenen Pnnkt A nocb endbcb, nnd daB 
ancb fiir den inneren Pnnkt die Anziebnngskomponenten 
die Ableitnngen des logaritbmisoben Potentials sind; denn 
differentiiert man (18) nacb a:, resp. y, so erbklt man 
die Ansdrbcke anf den recbten Seiten von (17). 


143 


Kap. 3. Bas logarithmische Potential. 

Vergleichen wir unsere Resultate nocb mit denen, 
fur auBere Punkte gelten, so baben wir in (15), resp. (lb) 
Eq === 0 zu setzen und erbalten 

(150 F„ = Amfc7J-R*log[l) , 

(160 f„ = - A« 


Wir erkennen daraus, daB, wenn der angezogene Punkt 
sick von der einen oder der anderen Seite der Kreispen- 
pherie n&liert, d. h. r = B wird, ^ 

(19) lira fa — limF , limXa = limXi , limiFa = limF* 

ist Das logarithmisclie Potential eines komogenen Kreises 
nnd seine Ableitnngen, die Anziekungkomponenten, smd 
also nickt nnr fiir alle inneren wie anBeren Pnnkte eiid- 
lich nnd kontinuierlick, sondern andern sick anck keim 
Tliirckeane durok die Kreisperipkerie stetig. 

pIx ^e zweiten Akleitungen ergeken sick folgende 

Besnltate. Es ist 


d 


' dx 


daker 

( 20 ) 


— = — fm 7c 7t B^ I — 2 

dy^ dy ' 


1 2 00^ \ 

f\mTc7iB^ j 

1 22/2\ 

ri ) ’ 




in tJkereinstimmnng mit (8 b). 
Dagegen ist 


d^Vi dXi 


daker 

(21) 


8x 


= —f-^mTcn , 


d^Vg 

d 


d'^Vi 


dy^ 

a^% 


0 


dJt 

8y 


: — A mltn , 


a^Vi . cl-'^Vi of m.%7C 


Die eweiten AMeitangee Ton V Bind Bwai Jte nnd 

fiir innere Pnnkte endkck nnd kontinmerkck, andern sick 


II. Erweiterungen des Potentialbegriffs. 

a^)er diskontiuuierlicli beim Durchgang daxch Kreis- 
peripkerie. Das Analogon der Poissonscken 
ergibt sick, wenn die Paktoren und m = l gesetet 
■werden. Es ist 


(21a) 


e^v, 


+ 


8^ Vi 


-2 jiZc . 


' 8y^ 

d) Logaritkmisckes Potential einer komogenen 

^^^'■VVie keim N ewtonscken Potential neken dem Korper- 
potential das Potential von Flacken 
voUen wii kier neken dem logaritkmiscken Potential von 
Flacken das von Kurven ketrackten, nnd zwar spezieU 
das eines komogen mit Masse kelegten Kreisumfanges. I 
dem aUgemeinen Ausdrnck (10k) kat dann x emen kon- 
stanten Wert; lerner ist, wenn wieder Polarkoordinaten 
eingefiitirt werden nnd B den Kreisradins bezeichnet, 

(a! = roos(p, y — ram<p, | = i2cos(pi, 

(22) I 

nnd 
(22 a) 
daker 

(23) 


fj = B sing^i , ds = R d(px 
^2 = ,-8 _ 2ri?cos(9? — 9 ?i) , 


y = f^mxB log ( — ] d(pi . 


0 

log(i-) kann wie S. 139 in eine Beike entwickelt werden, 
nnd 7 vrar ist fur r> B, d. k. fiir Punkte auBerkalk des 

Seto difBi (U), A , <B, a. h. ® 

kalk des Kreises, die Beike (14 a) zn nekmen, nnd durck 
Anwendung der Formel (14k) erkalt man 

,|; = /\TO^2jrBlog^^ 


(24) 


y. = f^m%23zBlog 


fill r > , 

ftix r < -R . 


Fiir einen Punkt im Inneren des Kreises ist also das lo- 
saritkmiscke Potential der komogenen Ereisknie konstant, 
firr auJJere Punkte ist es gleick dem Potential der im 

t' ■ 
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Mittelpunkte des Kreises konzentrierten Masse. I'm r = 
wird limVa = Vi, d. k. beim Duichgang 

Punktes durck die anziekende^eislime andert sick 

Von den Akleitungen von V woUen wir die nack r e- 
tracliten : _ 

dV /. - ^ ^ ^ n 

(25) = 

Beim Durckgang dnrck die anziek^nde Kreisknie (r — R) 

<5 Tr P TT 


andert sick, wie ans (25) folgt, 


Bv 3- ^ 

d. k. , diskon- 

- , BIT ^ 

tinnierkck, so dafi, wenn nock A to = 1 genommen mrd: 

'd% 

, BN SNj 


lim 


: —2n>c 


(26) 

wirfl Das logaritkmiscke Potential anziekender Linien 

S alBO SafSWnsohatea wle bel to Hewtoa.«l>an 

aad de. 

to'?JaS)rl£-po.ed«al eito 

abeeleitet die gane analog sind den Bigeusodaften to 
SiteSials eine/von konzentriscken Kugeln begrenzten 

Massenverteilnng akleiten, ebenso me die charafcteristiscnen 

sr"g-— 

wSnto^el Wir woken diesen Znsaxnmenkang er- 
ortern. 


Wangerin, Theorie des Potentials I. 
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II. Erweiterungen deb Potentialbegriffs. 

Zu dem Zwecke untersuclien wir die Anziehiiiig, welche 
ein unendliclier Zylinder von beliebigem Querschmtte nack 
HTfJrtoLolien Gosetze ausiibt, falls die Masse mibm so 
■I lit int daB alle Ptinkte, welcbe auf einer Parallelen zu 

keit haben Um die fruberen Pormeln, die eine endlicbe Masse 
iorauSeTzten, anvenden zu konnen, geben wir you emem 
SS von der eudlicbeu Hohe 2?i wir legen ferner 
das Koordinatensystem so, daB 

linderflaobe bildenden Geraden parallel ist, u^ ^ 
AufanSbunkt in der Mitte der Kobe liegt. Als Querscbmtt 
des Zvlinders senkreobt zur a-Acbse nebncien wir erne e- 
Uebiae endlicbe, von einer oder mebreren gescblossenen 
Kmfen beLenzte Placbe. Die Dichtigkeit fc soU von f 

rSrS=r“H“i,| 

Oder auBerbalb der Masse 

aind mittels der allgemeinen Pormeln (Ilia), ^ 8, zu be 

r^dt aie^^Lb^d^z 

scbnitts. Es wird also: 

(C — i2) dC 


(27) 


Z = fmf 

f kd^drj 1 

J. 

' -ft 

* =fmj 

'j'hd^drj - 


4“ 



— a:)® y)^ + (^ + ®)*. 


dC 


(27a) 


-ft 


Nun ist das unbestimmte Integral: 

/?7- 
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Tc(i — x)S,^Ar) 
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daher: 


(27 b) 


■)/(f — 0?)* + (v — yf + (^ + 

und analog T . , „ , j 

Geht man mm von deni endlicben Zylinder zn dem 
unendlicb langen iiber, indem man A = oo werden laBt, so 
wird, da a? , ^ , z , 1 , 7 endlicb bleiben : 

lim -r ~ ^ » 



»ioo •l/(f - xf + (7 - VY + {h - zY 

h — e 

lim 


ft=oo y — xY + (7 — vY + (^ 

nsw., und daher wird: 

(28) limZ = 0, 


= 1 


ft =:00 


limZ 

h=oo 


■Hf 


Jc{S — x)didi] 

(I — xY + iv — yY 


und limY ist analog limX . Wird zur Abknrzung 

h = oo A = oo 

( 29 ) (I - + (7 - yY = e® 

gesetzt, so ist 

_ fCli(S-a:)A^dri 

(28a) limX = 2.fmjj ^ 5 — > 

und dieser Ausdrnck wird^ wenn man entweder 2 f ij 
fc = fc Oder f = f, , 2 fc = fc setzt, identisch mit dem fur X 
in der zweiten Gleichnng (10a), S. 138. Wir haben also 

das Eesultat: .i- 17 .^ 

Die Anzieliting, welche ein tinendlicli langer /iy~ 
Under bei der angenommenen Massenverteilung naoh 
dem Newtonschen Gesetze parallel der Zylinderachse 
auf einen beUebigen Pnnkt ansiibt, ist gleich 
wahrend die zur Zylinderachse senkrechten Kom- 
ponenten dieselben Werte haben wie die Komponenten 
der An 7 .iP,hnn g^ die der Quersohnitt des ZyUnderS auf 

10 * 
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einen Punkt seiner Ebene uach dem Gesetze — aus- 

Q 

iibt, -fflba man die Dicbtigkeit Oder den konstanten 
Paktor des Anziebungsgesetzes verdoppelt; 


nnd dies Eesnltat gilt, ebenso wie die zugrnnde gelegten 
Eormeln (27), (27a), sowobl fiir Punkte anfierbalb, als fiir 
Punkte innerhalb der Masse. 

Etwas anders gestaltet sich die Betracbtnng fur das 
Potential. Das Eewtonsche Potential des endlicben 
Zylinders wird: ^ 

(30) r - ^ ^ . 

-h 

IsTue ist 


(30a) 


+h 


d'C 


-h 


y(f-»)2 + (7j-# + (c-a)^ 


= log 


h — z+ i(§ — + iv — yY 4- (fc — ^ 

.-{h + «) + y(f - (CY + {n- yf + (^ + ' 


Den Ansdruck unter dem Logarithm enzeicben erweitere 
man mit 

ft + 2 +y(l - i®)® + (»2 - yf 

nnd setze nacbber in jedem der Eaktoren des Zablers 
ft heraus, so "wird die recbte Seite Ton (30 a): 


(30b) 




WO znr Abkurzung 


? 


(30 c) 


> + x + 


i 

ft j 

2 

+ 

(rj — y\ 
ft } 

'+■ 

('-f) 

2 

= H, 




'v-y] 

V ft ) 

1 +1 


"2 

1 =Hi 


gesetzt ist. Demnacb wird (30), falls man -wieder mittels 
Gleicbung (29) q einfubrt: 




Kap. 3. Das logarithmische PotentiaL 149 

V = 2fmjjlcdSdri log(^) + 2 fmlogh jj Ic d^drj 
fmfjlcdS di] [logH + logs'!] . 

Geht man znr Grenze fur = oo fiber, so wird 
limH = limHi = 2 ; 

der letzte Summand der rechten Seite von (31) wird ‘daber 

(32) 2fm1og2jl'kd^dri . 

Der zweite Summand der rechten Seite von (31), 

^ (32a) ^fmloghjj'kd^dri , 

"wird unendlich groB firr 7i = oo, ist aber, wie der Aus- 
druck (32), von x und y unabhangig. Auf konstante 
i Summanden im Potential und allgemeiner in der Kraite- 

^ funktion kommt es nicbt an, wenn es sich um die Ab- 

leitungen handelt; lassen w aber die konstanten Sum- 
manden (32) und (32 a) fort, so_geht V in den Ausdruck 
des logarithmisohen Potentials V uber^ wenn man noch 
2f = fi und = Oder auch/ = fi, k = 2ife setzt. 

Resultat. Das Newtonsche Potential eines un- 
endlichen Zylinders ist nach Fortlassung eines un- 
endlich groBen konstanten Snmmanden das Doppelte 
des logarithmisohen Potential des Zylinderquerschnitts. 

In demsdlben Zusammenhange, in dem das IST ewt on - 
sche Potential des Volumens des unendlichen ZylmdCTS 
( zum logarithmisohen Potential seiner Querschnittsflache 

^ steht, steht auch das Newtonsche Potential des mit Masse 
belegten Zylindermantels zum logarithmisohen Potential 
des mit Masse belegten Umfangs des Querschnittes. 

Der dargelegte Zusammenhang ermoglicht es, ohne 
V weiteres aus alien charakteristischen Eigenschaften d^ 

) Eewtonschen Potentials die entsprechenden des logamth- 

l mischen abzuleiten. So folgt aus der Poissonsohen Glei- 

I Chung des Newtonschen Potentials, die, wenn man die 

Faktoren fm nickt fortlaBt, 

■ ' 

I' AV — —AnTcfm 




150 


II. Brweiterungen des Poientialbegriffs. 


lautet, sofort die analoge Eigenschaft des logarithmischen 
Potentials, wenn man 2fh = f-Jc, setzt, namlich : 

AV = — 2 Jt lif^m . 

Ans der Diskontinuitat der normalen Ableitung des Newton- 
schen Plachenpotentials 


^I± 

dJV 


ev_ 

dN 


= — inxfm 


folgt die Diskontinuitat der normalen Ableitung des loga- 
rithmiscben Potentials von Linien 


dV+ dF_ 

w 


— 2nHf^m . 


ITui das Terbalten des logarithmischen Potentials im Un- 
endlichen ist ein anderes als das des Newtonsfihen Po- 
tentials. Riickt der angezogene Punkt ins IJnendliche, so 

wird log = — oo , daher wird der absolute Wert von 

V uuendlich grofi, wahrend F in diesem Palle gleich Null 
Tvnrde. Perner folgt aus der zweiten Gleichung (10a), 
resp. (10b),_daB, wenn der angezogene Punkt unendlich 
fern liegt, X = 0 ■wird, so jedoch, da6 

lim(rX) 

r = oo 

endlich bleibt, -wahrend beim Ne-wtonschen Potential X 
BO =0 -wurde, daB lim(r2X) endlich blieb. Dieser Unter- 
schied liegt insofcrn in der Natur der Sache, als' bei der 
Ableitung des Verhaltens des Newtonschen Potentials aus- 
driioklich die anziehende Masse als endlich vorausgesetzt 
T^'de, -wahrend die Masse des unendlich langen Zylinders 
unendlich groB "wird. Die beim N ewtonschen Potential 
fiir sehr entfernte Punkte geltende Gleichung 


r . ' ■ 

gibt daher beim unendlich langen Zylinder Dnbestimmtes 
(oo:oo) ; das tritt auch in dem Ausdruck (31), S. 149, her- 
vor. Piir unendlich feme. Punkte wird, & als positiv voraus- 
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gesetzt, der erste Summand = — oo , der zweite Summand 
ergibt aucb dieser Ausdruck Un- 


ist stets 

bestimmtes fiir V. 


Kapitel 4. 

Das Potential von Doppelbelegnngen. 

a) Begriff der Doppelbelegung. 

Das Potential der sogenannten Doppelbelegungen Oder 
DoppelscMchten ist zuerst von Helmholtz untersucbt*). 
Man wird auf den Begriff der Doppelschicht durch die 
Prage gefuhrt, wie eine geladene Leidener Plasche Oder 
Pranklinsche Tafel nach auBen Tvirkt. Dabei bat man 
es mit zwei Flachen zu tun, die, einander seto nahe, mit 
eiitgegengesetzten Elektrizitaten so geladen sind, daB die 
elektriscben Massen einander das Gleichgewicht 
Wird die Entfernung der geladenen Flachen unendhch 
klein, so nennt man den Komplex beider eine Doppel- 
schicht Oder Doppelbelegung, und die Summe der Hewton- 
schen Potentiale beider Placben ist das Potential der Doppel- 
beleffunff. 

TJm den in Bede stehenden Begriff esakt zu definieren, 
denken wir uns eine beliebige Flache 0 , die geschlossen 
Oder nicht geschlossen sein kann. Die beiden Eormalen- 
richtungen der Flache unterscheiden vrir dadurch, dalJ 'wir 
die auf einer Seite der Flache errichtete Normale als po- 
sitive, die auf der entgegengesetzten Seite errichtete als 
negative Hormalenrichtung bezeichnen. Bei geschlossenen 
Flachen soU stets die auBere Eormale als positiv gere^net 
werden, wahrend bei nicht geschlossenen Flachen die Wahl 
zwischen beiden Normalenrichtungen freisteht. Dies voraus- 
geschickt, denken wir uns auf der Flache 0 Masse mit der 
(im allgemeinen variabeln) Dichtigkeit verteilt. Ihr Po- 
tential in bezug auf einen behebigen Punkt Afa;, i/ , z) ist: 

Arbeit liber die Gesetze der Terteiliing clekfai- 
scher Lome in korperliohen Leitern, Poggendorffs Annal^sn 
S. 211-338, 1853; vgl. Helmholtz’ 

lungcn, Bd. I, 8. 475£f. — Speziell kommen hier S. 226—227 her 
Originalabhandlung in Betracht. 
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Koordinaten eines Punktes von do be- 
zeichnen. Wir tragen nnn anf den Normalen atoPunkte 
von 0, und zwar anf der positiven l^ormalenrichtnne' 

Se Melflacbe O® ^ ""n ^^^pnnkte der <5 bdden 
erne Parallelflaclie 0 zu 0 ; wir bezeichnen die Koordi- 

■piunK ^ ^ ^ ’ V , C , ferner mit do' dasieniee 

D?e Pmcbt O' ^ Normalen <5 erricbtet. 

^le JHlaclie O deuken wir uns mit Masse von der BichfiV- 

Pia!>T! belegt, daB korrespondierende Blemente beider 

9 A entgegengesetzte Zeicben von in do hat 

I*-'! ^a*: 


( 2 ) 


>c do'' = — z do 


?ss-4”.~aa^'nr “ 


(3) 

WO 

(3 a) 


V' ~ j j ^' = —JJ" 

Q'^ = (S' - W)^ + (^' _ y )2 


*) Each einem bekannien Satze der Flachentbeorie ist 


do' 

do 


(■Sx + S) (R„ + S\ 

Ma 


SJnd'fallfijfindTSnn^S^ von do 

die Krflmmungsmittd^^nkte werden, wenn 

der negativen NormalLseite liegen 


WO 


do 


ist, demnach 


do(l + s), 


1 4 - « ’ 
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ist, und fur das Gesamtpotential beider Flachen O und O' 
ergibt sicli durch Addition von (1) und (3) der Ausdruck: 

y+r -If. i , (i - ±) -If. siao ^ . 

Wir lassen nun d unendlicli klein werden, gleiclizeitig aber 
X derart wachsen, daB 

(5) lim (x d) = fc 

<5 = 0 

endlich bleibt. Dann bilden die beiden Flacben 0 und O' 
eine Doppelschlcbt Oder Boppelbelegung, und yubeiBt 
das Moment der Doppelschicht. Ihr Potential ist: 

(6) U - lim(7 + T') = f do lim 

<5 = 0 JJ ( 5=0 



li^'acb der Definition des Differentialquotienten ist, da d 
ein unendlich kleines Stuck der positiven liTormale ist: 


(6 a) 
mitbin 

( 7 ) 

Nun ist 


ferner 






8q Sq 6$ , 

dN ~ di dN JW ’ 


di 


= cos(e, i) , 


falls als Bichtung von p, wie friiher, die Bicbtung vom 
Punkte X ^ y ^ z nacb dem Punkte ^ , rj j C bin genommen 
wird, und 

^ = cos(Jf,f); 
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denn df ist die Anderung Ton wenn JV urn diV ge- 
andert wird, d. h. df ist Projektion von 8N auf die f-Achse. 
Daher wird 

^ = COS(g, COS(iy, I) + cos( 0 , t]) COS(jV', tj) 

+ cos(e , Q cos (A", I) = cos(e , N) , 
und somit kann (7) auoh folgenderinaBen geschrieben werden : 
(7a) 17 = . 

In dem Ansdrucke (7 a), resp. (7) fur das Potential 
der Doppelschicbt ist im allgemeinen fi eine Punktion der 
Stelle. Hat ju den konstanten Wert 1 , und ist zugleicb 
die Piache 0 geschlossen, so gebt ( 7 a) in das S. 70 be- 
tracbtete GanBsche Integral uber. Wir haben also in (7a) 
eine Verallgemeinerung jenes Integrals und zngleich eine 
physikalische Deutnng desselben gefunden. 

b) Haupteigenschaft des Potentials der Dop- 
pelbelegung. 

Der eben erwahnte spezielle Pall laBt erkennen, daB 
das Verhalten des Potentials der Doppelbelegung wesent- 
Uch Ton dem des Potentials einer einfachen Placbenbelegung 
verschieden ist. Ist namlicb die Piache 0 geschlossen und 
zngleich /a konstant, so ergibt der S. 70 abgeleitete GauB- 
sche Satz, daB 1 ., wenn der Punkt cB,y,z auBerhalb 0 
liegt, der Ausdruck (7a) den Wert 0 hat, 2 . wenn da- 
gegen oo ^ y , z innerhalb O hegt, den W^ert An / a,, 3. wenn 
x,y,z wd der Piache selbst liegt, den Wert 2nfi.. Unter- 
scheiden wir die Palle dadurch, daB wir den Index a, i 
Oder 0 zu 17 setzen, so ist also : ' 

( 8 ) 17^ = 0 , Ui^AniA, Uo==2n/A. 

V hat also zn beiden Seiten der Piache 0 verschiedene 
Werte und andert sich beim Durchgang des Punktes x,y,z 
durch 0 diskontinuierlich, derart, daB 

(8a) lim(I7,- 77i) = -4^,« 

ist, wahrend, wenn x,y,z eine feste Lage auf der Piache 
hat, der Wert Ton U. das arithmetische Mittel der Werte 
ist, denen U bei Annaherung an die Piache auf der einen 
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Oder der andern Seite zustrebt. Wir sehen, daB, im Gegen- 
satze zu dem Potential einer einfacben Flachenbelegnng, 
das aucb beim Durchgange des angezogenen Punktes durcb 
die belegte Flache sich kontinuierlicb andert, das Potential 
einer Doppelschicbt beim Durchgange jenes Punktes durcb 
die belegte Flacbe sicb diskontinuierlicb todert. 

DaB die Gleicbung (8 a) allgem ein gilt, aucb fiir nicbt 
gescblossene Flacben und fur variable laBt sicb folgender- 
maBen zeigen. Gebt man von dem allgemeinen Ausdruck (7) 
aus und beacbtet, daB 


c)A 




dif 

daB ferner 


f cos{N, f) + -^ cos(J\r, + ^ coa(N, f) 


drj 


H 




dx 


usw. 


so wird 


17- 


e~ 


I) + cos(JSr, ^ + cos(JSr, -^J 




dy 

c,o%{N , ^) do y ^ d ^ I'j' jiieosiN, ■r])do' 


+ 


+ 


dy \JJ Q 


dg 


iff 


cos (TV, C)do 


ev, ev, ev, 

dx dy dz 


wo zur Abkurzung 


(9a) 


//- 


Jit COB {N, i)do 
Q 



usw. 


gesetzt ist. Die Gleicbung (9), die fur beliebige Lagen 
des Punktes x , y , z auBerbalb der Flacbe gilt, bleibt be- 
steben, wie nabe jener Punkt aucb der Flacbe kommen 
moge. Unterscbeidet man Punkte auf der einen oder andetn 
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Seite der Placlie dadurcli, daB man zu den GroBen U, , 
Fg , Fg den Index + Mnznfngt tixr Punkte auf der posi- 
tiven Hormalenseite, den Index — fiir Punkte auf der ent- 
gegengesetzten Seite, so folgt aus (9): 


( 10 ) 


liiQ(Z7+ - ZJ-) = Uin 



dV+ _ 


6y 

/ 

dyt 

sy^] 

dg 

dg ) 


•wo dureh lim bezeichnet ist, daB A{x,y,!s) demselben 
Flachenpunkte J.® von der einen Oder andern Seite un- 
endlich nahe kommt. Nun kann man V^, anseben 

als Potentiale von einfachen Elackenbelegungen, nnd zwar 
sind die Dicbtigkeiten dieser einfacken Belegungen resp. 

(11; = ^cos(jy, I) , Jig = jWcos(JV, rj), = ^cos(JV, f) . 

Fur eine einfaob belegte Flacbe aber gilt [vgl. S. 89, 
Gleicbung (12 a)] die Eelation 


(12) 


lim 


fdVt 


\ 8x 

dw / 


= — 4 Jt(;«j) cos(-N, x) 


7 


wo (xj) den Wert von {x^) in dem Punkte bezeicbnet, 
in dem », y, g durcb die Flacbe bindurcbgebt, (JV, x) den 
Winkel, den die Normale in A^ mit der aj-Acbse bildet. 
Da Xy = fxQOB{¥, I) ist, so ist {x^) = (jjl) (ios{N , x) , daber: 

(Q I ^ \ 

— -J^j = -4 7l(^) cos2(JV, x) . • 

Bbenso ergibt sicb wegen der Werte von x^ und x^ -. 

( dvr\ 

(12b) = 

M V f^yt 

1 “^ ~ -d') = • 

Setzt man die Ausdriicke (12 a) und (12 b) in (10) ein, 
so erbalt man: 

(^ 2 ) (lim(Z7-+-l7-) = -4jrCw)[cos2(N,a;) + cos2(N,j/)+cos2(N,i8)] 
I = — 4ji(/t) , 
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womit die Allgem eingiiltigkeit der Gleicliiing (8 a) be- 
wiesen ist. 

c) Verbalten der Ableitungen des Potentials 
einer Doppelbelegung. 

(x) Um aucli das Verbalten der Ableitungen von U 
nacb 00 , y , z kennen zu lernen, wollen wir zunacbst zwei 
einfacbe Beispiele betracbten. 

Das erste betrifft das Potential einer doppelt be- 
legten ebenen Kreisflaobe von konstantem Moment ytt'fiir 
den Pall, daB der Tunkt A{x, y , z) senkreobt uber dem 
Mittelpunkte des Kreises liegt. Nehmen wir den Mittel- 
punkt des Kreises, dessen Badius B sei, zum Anfangspunkte 
der Koordinaten, seine Ebene zur oo y-Ebene, so ist a? == 0 , 
== 0 , z:^0. Werden nocb in der Ebene des Kreises 
Polarkoordinaten r, cp eingefiibrt, so wird: 

do=^Tdrdcp, + 


Ferner ist bier JV der 2 ?-Acbse parallel, und wir setzen 
test, dafi die positive Bicbtung von JV nacb der Seite der 
positiven z liegt; dann ist nacb dem oben (S. 153) iiber die 
Bicbtung von q Gesagten; 

cob{N,q)=^-~, 

Q 

Daber ergibt der Ausdruck (7a) fur unsern speziellen Pall: 


(14) 


R Sjr 



'jixzrdrdcp 


Das ist, da ye konstant ist, genau der Ausdruck, der S, 16 
fiir die ^-Komponente der Anziebung der einfacb belegten 
bomogenen Kreisflache abgeleitet ist; wir erbalten also, 
wie dort, je nacbdem z positiv oder negativ ist: 


(14a) 


TJ~ — — ye 2 n 





z 

7^2 4 - 
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daher, entspreclieiid der allgemeinen Gleichung (13): 

(14b) lim(l7+ — Z7") = . 

Ferner wird: 

8U^ dU- 


(15) 
daher : 

(15 a) 


dz 


lim( 


dz (yiJ3 _|_ ^2)8 ’ 

517 + dJJ- 


dz dz 

d. h.: 

dU+ dJJ- 
W dW 


= 0 , 


= 0 , 


Die normale Ableitung Ton U andert sich also beim Durch- 
gang durch die Fiache stetig. 

Als zweites Beispiel betrachten wir das Potential 
einer doppelt belegten Kugelflache von konstantem Mo- 
ment ;M, Wir -wollen tier nicht von den Ausdrucken (7) 
Oder (7 a) fur U ausgehen, sondern anf die in a) erdrterte 
Entstehung von U zuriickgreifen. 

Das Potential einer mit Masse von der konstanten 
Dichtigkeit x einfach belegten Kugelflache vom Eadius E 
ist (vgl. S. 83) fiir auBere Punkte 

(16) Va= r = + y^ + z^ , 


fiir innere Punkte aber 

(16a) Vi^ AtchB , 


Die Parallelflacbe O' des Abscbnittes a) ist bier eine kon- 
zentrische KugeKlacbe rom Radius (JK + 5) , ihr Potential 
fiir auBere, resp. innere Punkte ist 


(16b) V!,- 


i7i?c\B + d)^ 
r 


Vi:==^4z7tx'{B+8)- 


Die Gleicbung (2), S. 152, wird im vorliegenden Palle 
x'{B + d)^ Bind' d'& d(p == — ?c B^ Bind dd dq? , 


d. h. 
(16 c) 


x'{B + d)^=-xE^ . 
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Mithin wird 

(i6d) = = : 

r ' 

und weiter 

+ n = 0 , 

1 
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-4 

~rTT“ 


(16e) 


4,jix 


a 




E+d) BiB + d) * 
Wird (5 = 0 und zugleicli lim(«^) = u, so wd 

f5 = 0 

,(17) E7<, = lim(F„ + F') = 0, = liin(Ff + FO = 4 , 

woraus dnrch Subtraktion die Gleicbung (8 a) foigt. 

Da ferner fiir beliebig gelegene aufiere Punkte 
^ “ 0 istj und da und F^ von op ^ y ^ z un- 

abkangig sind, so wird 

(18) iil±+z«l = 0 -M±IiI = o 

da? ’ dx ’ 

und well diese Gieichungen fur jeden Wert von d gelten, 
so gelten sie aucb fiir d = 0 , d. b. es ist 

n' di7„ du. 


(18a),^_0, 


= 0 und Urn 




da? dx 

Analoge Gieichungen gelten auch fiir die Ableitungen 
nach y und «. Fiir eine kugelfdrmige Doppelschicht von 
konstantem Moment haben also die drei ersten Ableitungen 
des Potentials zu beiden Seiten der Kugelflache gleiche 
Werte. 

/?) Bs ist nunmehr zu untersuchen, -wie weit die aus 
den spezieUen Beispielen abgeleiteten Pesultate allgemein 
gelten. Zu dem Zwecke kniipfen wir an den allgemeinen 
Ausdruck (7 a) fur U an, in dem 

I cos(W, p) = cos(p, f)cos(JV, f) + cos(p, 7;)cos(A', tj) 

+ COS(p , C) CQ8(jr, 0 , 

■y 


(19) 


— - cos (A, S) + ^ 


-cos(A, rj) 


+ -’-^cos(A, 0 
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ist, SO daB 


( 20 ) 


' V 


^ ® - cos(JV, I) + cos(iV, v) 


0‘ 


cos(JV, 0 


\do 


wird. Durcli Differentiation nacli x folgt: 

1 , 3(1-®)^! 


(20 a) \ 


ev 

dso 




Q08{N, I) 


3(>?-^) (l-g) ^5og(Jy^ _l_ — flil — ^ cos(JSr, - 

‘ 0-’ Q ' 


Hierin ist 


3{r] — y) (I — 

^5 


5!^ 

Q 

~ 8^ 


ferner 


3(C-s)(l-®) 


1 ^ 3(f-i»)^ _ 


i’? - 3/ 


a I 


+ 


,C-» 


ac 


so daB (20 a) anoli so geschrieben werden kann: 


(20b) 



(20 b) wird weiter nmgeformt, indem man im ersten 
Sxunmanden 
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setzt und entspreoliend in den anderen Summanden. 
Dadurcli erhalt man 


(20c) 


dx 


+ 


, /«{»? — y) 


I — »)’ 


-.//{ 


S'c --^1 

— y , dfA. c — 


p ~ y) 

/i3 I 

-cos(V, C)| ^0 

-j cos(jy, 1)^0 


cos{JV, f) 


■cos(V, ^) - 


1 ) 


[dll 

-^^cosCJT, f)J<?o . 

Fugen wir reclits nooh die sici. forthebenden Integrale 

-//t f)^<.+//|f ^COS(y. 0.» 

hinzu, setzen ferner zur Abknrznng: 

rrietkiz^ 


- cos{i\^, I) 




cds(Ji'', »;) 


^ — g) ^ iA{t. - I 

cosIJir, f) — cos(Jr, c)j do^J , 


dC 

~II W do^J^, 




so wird 


dJo = J, 


( 22 ) 


dt7 

da? 


— t/ + t7’i + e^2+ti^8 4't^4‘ 


Wangerin, Tlieorie des Potentials I. 


11 


^02 II* Erweiterungen des Potentialbegriffs. 

Mit Biicksiclit auf Gleichung (19), S. 159, kann so ge- 
Bcliriebeii werden; 

't~C08{N, q) 

11 . do. 


(23) 



d//, 


hat somit dieselbe Form wie U, mir daJJ an Stelle 

Ton steht, d. h. J 4 steUt das Potential einer Doppel- 

belegung der betrachteten Flache Ton dem Momente -Jj 
dar. Wir wollen dies Potential mit bezeichnen : 

(23a) = 

Ferner ist 




-/J-lf COS(l., 


d® \JJ Q J 

Das Integral 

(24) 

kann angesehen werden als das Potential einer mnfaehen 
Belegnng uns'erer Flache mit Masse Ton der Dichtigkeit 

4YOos(jy, I), nnd 

ar. 

(24a) —^1 — 

ist die Z-Komponente der Anziehniig der einfach belegten 
Flache. Ebenso ergibt sich, daU die Integrate 


(241» //- 


'dju cos(JV'y S) 

df] Q 




dju 

Flachenpotentiale fiir die Dichtigkeitea 
■ -^cos(i7', S) bezeichnen, und dafi 


cos(iV, f) , reap. 


(27 c) 


J9. — 


By 


= 


dV. 


dg 
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eu 


ist. Somit ist auf die Form gebracht 


(22 a) 


Ox 8a> dy dz 
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Diese Gleichung gilt fur beliebige Lagen des Punk- 

doppelt belegten Flache; sie 
Dleibt bestehen, wm nabe auch jener Punkt der Plaebe 
kommen mag. Ualiert sick x, y, z von der einen oder 
der anderen beite demselben Fiachenpunkte Ar, beliebiff 
nnd geben^wir den Grofien U, J, r„r,,V,, TJ, die In- 
dizes + Oder je nachdem die Annabernng an die 
Flache von der Seite +JV oder geschieht, so folgt 
aus (22a): ’ ® 


(25) 




— lim 


dx 

m 

dy By 


8x 

BVi 




(m 

BVf' 

V dz 

dz > 


I^acli (13), S. 156, ist nun 


(26) lim(W-V-)— 

("If) ^®2eichnet den Wert von ^ in dem FlScIien- 

pnnkte , d. h. in dem Punkte, dem sich x, y, z be- 
liebi^s: nahert. Ferner ist, da das Potential einer ein- 

fach belegten Flache mit der Dichtigkeit ^ cos (AT, f) 
bezeichnet, naeh S. 89, Gleichting (12 a): 


(26 a) 


““ ~ ^ ^ (If ^)) 


- 4 71 cos (JV, x) cos (JV, x) 
1 1 * 
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Ebenso ergibt sicb 

'du 


(26b) { 


lira 


im 

dV^' 

\ ^y 

By 

(SVt 

BVs 

■\ Be 

dz 


/ 4 7t^-^cos(iy, l))coa(i<r, j/) 

— — 4 JT cos ( JT, x) co^{N j y) ) 

dy 

.j = — 4 Jt^-|yCos{JV, |)^cos(JV, z) 


= -in^^cos{N, x)cos{N, z) . 
oz 


Durcb eine gesonderte Betraobtimg soil weiterhin 
(s. S. 166 ff.) gezeigt 'werden, daU fiir eine gescblossen 

Mache stets 

(26c) Jim(J+-J") = 0 

i8t und da6 dieselbe Relation ancb fur ^“gescblossene 

is gilt, fallB nm. .1. dem B»d, d» Me nacht 

unendlicb nahe liegt. DemgemaB lolgt aus (25). 


(27) 


I ita (^ _ ^) - +4 » OOB(ff , .) [If COS(J/, .) 


+ If cos (ff, !/) + If oos(ff , c)] 

dU 


4 n 


d /LI 

dx 


Durob (27) wird die Diskontinuitat ron beim Durcb- 
gang des Punktes x, y, z durcb die doppelt belegte 

Wiid^daf Koordinatensystem so gelegt, dab 
tive (C'Acbse der positi-ven Elachennormale im Punkte 
parallel ist, so ist 

cos(JV, y) = 0 , cos(A', s) == 0 , cos(A, a?) = 1 , 

daher wird in diesem Palle die reobte Seite von (27) =0, 
und wir baben allgemein 

/d?T+ 6U-\ 
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1st dagegen x zur Placliennormale in senkrecht, 
so wird cos(J^, ») == 0 . Fiir Jede Richtung s, die der 
Tangentialebene von Aq parallel ist, wird also 


(27 b) 



eu-\ 

ds ) 



Endlicb ist fiir konstante >t die recbte Seite von (27) 
stets = 0. Fur konstante Momente gilt also bei b^- 
liebiger Lage des Koordinatensystems die Gleicbung: 

d) Die charakteristisehen Eigenschaften des 
Potentials von Doppelbelegungen. 

In den Abschnitten b) und c) sind nur die Eigen- 
schaften des Potentials von Doppelbelegungen abgeleitet, 
in denen sich dieses Potential von dem einfacb belegter 
Flachen unterscheidet; und diese Eigenscbaften beziehen 
sich auf Piinkte, die der belegten Flache beliebig nahe 
kommen. Die Eigenschaften, die das Potential von 
Doppelbelegungen fiir Punkte auBerhalb der belegten 
Flache hat, sind mit denen der Potentiate einfacher Be- 
legungen identisch, wie sich aus der im Anfang dieses 
Kapitels erorterten Entstehung von U aus V und V' er- 
gibt. Wie V und V' und ihre Ableitungen sind auch U 
und seine Ableitungen beliebig hoher Ordnung fiir Punkte 
auBerhalb der belegten Flache endlich und kontinuierlich. 
Fur solche Punkte gilt die Laplacesche Gleichung AU = 0-, 
endlich verschwinden U und seine Ableitungen im Un- 
endlichen derart, daB 

(28) lim (r U) und limj-^ 

r=oo rK:oo 

endlich hleiben. 

Charakteristisch fiir das Potential von Doppel- 
belegungen sind folgende Eigenschaften: 

1. U und seine Ableitungen sind im ganzen Eaume 
endlich und stetig; nur an der belegten Flache andert 
sich U diskontinuierUch, entsprechend der Gleichung (13), 

S. 156, wahrend zu beiden Seiten der Flache gleiche 
Werte hat. 


dU 

Cx 
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2. Fiir alle Punkte auBertialb der Flacbe ist A U 0 . 

3 ' Im Unendlicheii versob-winden U und seine Ab- 
leitungen in der Ait, wie es eben angegeben ist. 

DaB diese Eigenschaften charakteristiscli sma, a. n. 
dab es nicbt zwei yerscbiedene Punktionen gibt, die m 
alien diesen Eigenscbaften ubereinstimmen, laBt sicb in 
gleicber Weise zeigen wie S. 103—105 fur das Potential 

einfacb belegter Flaoben, ,-.1 

Znsatz. Der Begriff des Potentials von Doppel- 
belegnngen laBt sicb aucb auf das logaritbmmbe Potenti^ 
ansdebnen. Man denke sicb eine ebene Kurve einfacb 
Sgt S Masse von der Dicbtigkeit ^ , konstrniere erne 
sebr^ nabe Parallelkurve nnd denke anf dieser Masse mit 
der Dicbtigkeit n' verteilt, so dafi 

ist Man bildo die Summe der logaritbmiscben Potentiale 
beider Belegnngen nnd gebe dann zu dem FaUe uber, daB 
die Entfernung d der Parallelkurven verscbwindrt, wabrend 
zngleicb ]im(ld) fiir 5 - 0 endUob bleibt. Es ergeben 
sicb fur das^ so entstebende logaritbmiscbe Potential der 
Donpelbelegnng ganz analoge Eigenscbaften, wie sie fur 
di H^tonscbl Potential von Doppelbelegungen ge- 

funden Beweis einer Hilfsformel. 

Das Theorem von Stokes. tm - n 0 , 1 c, 

Wir betracbten das iiber eine bebebige Flacbe 0 ans- 

gedebnte Integral 


(29) »=jJ{^cos(JJr,i?)--|| 


eos(^, j 


in dem a eine Fnnktion von | , 1 ? , C bezmcbnet, die nebs 
ibren ersten Ableitungen an der Flacbe 0 emdentig, end- 
Ucb und stetig ist. Die in (25) auftretenden partiellen 
Ableitnngen von oc sind so gebildet, als ^ ^ 

voneinander unabbangig. Andererseits ist to 
der Flacbe 0 eine der Koordinaten erne Fnnktion 
beiden anderen, und zwar woUen wir annebmen, dafi die 
Elachengleicliung die Form 

( 30 ) ^ = 
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hat. Bezeichnen wir die mit Eiicksicht aiif (30) gebildeten 
Ableitungen von oc nach den nnabhangigen Yerander- 
lichen fj dnrch Klammern, wahrend die Ableitungen 
von oc , die so gebildet sind, als waren ^ f unabhangig, 
ohne Klammern geschrieben werden sollen, so haben wir: 

I /d(x\ __ doc Soc df 

^ ^ [ds)~ ds^TcTf^ • 

Ferner sind die Eichtungskosinus der Flachennormale 


cos(JN^, Q 


^ dS 


]/l + 


d$ 


± 


cob{N, rj) 


K 

drj 




cos{N, C) = 


+ 1 


daher 


1 + 


(K 

\dS 




da 

~n 

da df 


cos(Y, Yj) 


da 

drj 


cos(Y, f) 


drj drj 


+ 


[da\ 

\dr}j 


1 + 
Zugleich ist 




8i 


+ 


m y 


1 + 


(K 

\di 


+ 


(ILY 

{drjj 


do 


r 


1 + 


8^ 


+ 


8f 

o'?; 


= do I co 8{N, t) I 


die Projektion des Flaohenelements auf die aJi^-Bbene, 
also =dSdf), mithin kabea wir 

ff(8oc\ ■ • 
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Tind die Integration ist reclits uber die Projetoon der 
Piacbe 0 auf die ®2/-Ebene zu 

doppelte VoTzeicben betrifft, so gilt das obere, wenn 

008%-, 0 negativ, das untere, wenn cos(Jf , C) positiv ist. 

Betracbten wir zunachst eine mobt gescblossene 

Plaohe 0, deren positive ITormalen mit 

f-Aehse samtlicb spitze Winkel bilden, so i®* ^ 

linken Seite von (29 a) das Zeicben - zu nebmen 1st c 

Randkurve von 0 , e' die Projektion von o auf die 
die Bandkurve vo , ^as Integral 

(29 a) liber das Innere der Knr- 
ve e' zu erstrecken. Wird die 
Integration nacb als innere ge- 
nommen, so wird 



^2 ^/a 


(29b) 


52 '/a 

h Vi 


Darin bezeicbnen % und die 
Ordinaten der Punkte 1 und 2 , 
in denen eine beliebige Parallele 
zur ij-Acbse die Kurve c' scbnei- 
det, fa und fi den groBten und 
kleinsten Wert von f fur diese 
Kuxve. Durcb Ausfubrung der Integration nacb ij folgt 

(29c) S =/ dS [«i — aa] ) 

h 

worin und die Werte von « fiir t) = i?i, rtsp. 
Leicbnen. d| drucken wir durcb das Bogenelement do 
der Kurve o' aus und setzen fest, daB o als wacbsend 
angeseben werden soil bei einem solcben Umlauf urn c , der 

einer Drebung von +1 oacb +rj entspriobt; dann ist 

an der Stelle 1 positiv, da bier f mit a wacbst, an der 
Stelle 2 dagegeu negativ, da f mit wachsendem a ab- 
nimmt. Andererseits ist in (29c) df positiv, da die unt^e 
Grenze kleiner als die obere ist; mitbin ist, damit auch 
do iiberall positiv sei, zu setzen: 
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aa der Stelle 1 df = + (— 

\da 


(32) 

und das Integral (29 c) wird 


an der Stelle 2 da. , 

\da)z ^ ’ 
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wo die Integration iiber den Umfang von c' im Sinne 
des vorher festgesetzten XJmlanfs zu erstrecken ist. Die 
Integration fiber die Kurve c' ersetzen wir durch eine 
sol eke fiber die Bandkurve o der FlSche O . Ist ds das 
Bogenelement von c, und wird c in demselben Sinne 
durchlaufen wie o',, so ist 


daher 

(34) 


Bei der Ableitung von (34) ist angenommeu, daB 
jede Parallele zur Achse die Kurve c' nur in zwei 
Punkten schneide. Der Pall von mebr als zwei Schnitt- 
punkten ISBt sich ganz ebenso behandeln (vgl. die Ent- 
wicklung S. 61 ff.) und ffihrt zu demselben Eesultat. 

Weiter ist zu zeigen, daB die Gleichung (34) noch 
gfiltig bleibt, wenn die positiven kTormalen von 0 mit 
der -f-f -Achse teils spitze, teils stumpfe Winkel Widen, 
also cos(Jr, C) teils positiv, teils negativ ist. Ist, was wir 
voraussetzen, die Flache replar, d. h. andert sich cos(JVr, C) 
kontinuierlich, so wird beim tJbergang von positiven zu 
negativen Werten cos(A', C) = 0 . AUe Punkte der 


3 A j dS do di 

da = — ds und — ^ ^ _±_ 

ds do ds ds ^ 


ds =ya cos(s , f) ds . 


II. Erweitemngen des Potentialbegriffs. 

Mache 0 in denen dies stattfindet, liegen anf einer 
KnrveO, durcli welche die Hache 0 
fm den Teil 0„ fiir den cos(i^, 0 uberall posrtive Wwto 
hat 'und den Teil 0», fiir den cos(iV, C) negativ ist. Daa 
liber die MaobeO zu erstreckende Integral (29) zerfaUt dem- 

entsprechend in zwei Teile 
und Sg • ersten sind, 

wic oben in (29 n) nnd den 
vorhergebenden Gleichungen, 
die nnteren, im zweiten die 
oberen Vorzeiclien zu nelimexi. 
Fiir das erste Integral Si golten 
unmittelbar die obigen Ent- 
wicklungen, mit dem Unter- 
scbiede jedocb, daB Mer die 
Kurve G an Stelle der vori- 
gen G tritt. Bezeichnen wir den 
Bogen Yon G mit 8 , so ist also 



(35) %=l(xcos{S, $)d8 . 


In Ss sind, rvie schon bemerkt, die nmgekehrten Zeichen 
zn nebmen, die Gleicbung (29) ergibt daher: 

( 36 ) 

Ferner ist das Integrationsgebiet bier der zwiscben 
den Kurven 0' und c' liegende rlngformige Baum, falls 
0' die Projektion von 0, o' wiederum die von. o ist, 
Scbneidet eine Par allele zur ?^-Acbse die Kurve 0' in den 
Punkten I und II , c' wiederum in I und 2 , und sind die 
zugeborigen Werte von rj ^ resp. rji, rjn, so ist 

zu nebmen 



— ocg + ““ • 


Somit gebt (36) Tiber in 

(36a) S 2 ((Xi — (Xg) + Jdi {ocn — ocj) . 
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per erste Summand von % ist genau derselbe wie oben 
m (29 c), aucb liegen, wie dort, die Punkte 1\ 2 ml der 
Kurve c'; daber ist 

(^x — ^ 2 ) == foi cos(s , i)ds . 

Der zweite Summand der rechten Seite von (36 a) 

— — a-ii) 

bat, abgeseben vom Vorzeicben, ebenfalls die Form des 
Integrals (29 c), nur daB I und II auf der Kurve G' 
liegen, der Projektion von G . Wir konnen auf diesen 
Summanden das Kesultat (34) anwenden, wenn wir nur 
^16 Kurve G an Stelle von c setzen. Dieser zweite Sum- 
mand wird daber: 

(36 0 ) Jdi {ocn — aj) == —J {ocx ~ ocu) = —J « cos(;8, i)d8. 

. ' c 

Vermoge der Gleicbungen (36b) und (36c) gebt (36a) 
liber in: 

(36 d) %=joc cos(s , I) d$ —J x iios{8 , i)d8 . 

0 C 

Aus (35) und (36d) aber folgt: 

(3'^) S == Si + S 2 = jcc cos(s , S)ds ; 

C 

d. h. das Eesultat (34) bleibt tinverandert, wenn aucb 
€os(JV', f) teils positiv, teils negativ ist. 

Anmerkung. Bs kann der Ball eintreten, daB die 
Kurven 0 und c einander scbneiden, also das in Betracbt 
kommende Stiick von G keine gescblossene Kurve bildet, 
■wie in Fig. 27 S. 172. Dann schneiden sich aucb die ebenen 
Kurven c' und G\ Ibre Scbnittpunkte seien a und % . In 
diesem Falle vervollstandige man O' zu einer gescblossenen 
Kurve, indem man das Stuck ala^ von g' zu G' binzunimmt. 
Bann kann man obne weiteres die vorige Entwicklung 
anwenden; das ringformige Integrationsgebiet der Big. 26 
bat bier nur teilweise die Breite KuU. Bas Eesultat (37) 
gilt aucb fur diesen Ball. 


II. Erweiterungen 'des Potentialbegriffs. 

1st 0 eine gescUossene Flaohe, so fallt die Band- 

..a aaj. c- .an. 

gos{N, 0 = 0 ist, wodnrcli 0 
in Oj nnd 0^ , 3 in ■!" 02 
zerfallt, so wird for das In- 
tegral 32 [Gleicliung (36)] das 
IntegrationsgeWet der ^rj- 
Ebene durcb das ganze In- 
nere der Kurve G gebildetj 
in (36 a) failt daber der erste 
Suminand fort, nnd da der 
zweite nach (36 c) = 3i istj 
so erbalt man: 



(37 a) 


32 = —Si , 

3 ^ 


= 3i + 32 = 0 . 


(38) 


(380 


Wir haben somit folgendes 
Besnltat: 

Das liber eine beliebige Elacbe 0 erstrectte In- 
tegral . 

3==jJ ^cos(JSr, j?) - 

in dem die Pnnktion a den oben genannten Be-' 
dingungen geniigt, ist gleicb dem fiber die Eand- 
knrve c Ton 0 erstreckten Linienintegral 

jixcos{s , i)ds . 


cos(JV', C)|do , 


Falls 0 eine gesoblossene Flaeke ist, bat 3 den 
Wert Full. 

Dem Besnltat kbnnen win nocb zwei analogs an die 
Seite stellen, die dadnrob entsteben, dafi man die Acbsen 
p V C miteinander yertauscbt. Damit die Kmve c 
iedesmal in demselben Sinne durcblaufen wird, 1st er- 
lorderlicb, dafi die Vertauscbung von I, 1?, C zykbscn 
gescbiebt, so daB I, 17, C ubergeben in 17, f, f, resp. 
t f « . Fimmt man zugleiob an Stelle der Fnnktion a 
fl,Tidere Pnnktionen, die denselben Bedingungen wie oc ge- 







■w,.„ 


ife. 


•iv"' 



I 

h 

I V' 


i 
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niigeri, so laiiteh die zu (38) und (38^) analogen Hela- 
tionen: 


(38 a) 


//[If 0 - If cos(jr, {) 



Da in alien drei Linienintegralen c in demselben Sinne 
darcWaufen wird, kann man, wenn man die drei Glei- 
chungen (38), (38 a) addiert, die Summe der Integrale als 
ein Integral sokreiben, Dadnrcb erbalt man das sogenannte 
Stokesscbe Theorem: 


(39) 





—j [a cos(s , f) ^ cos(s , r]) + y cos(s, f)] ds . 

C 


Hierin ist das Doppelintegral Tiber die Flache 0, das 
einfacbe Integral Tiber ibre Randknrve c zu erstrecken; 
Tind falls die Elacbe 0 gescblossen ist, ist der Wert des 
links stehenden Integrals gleicb Null. 

Mittels dieses Satzes ergibt sicb nun die Ricbtigkeit 
des oben benutzten Hilfssatzes [Gleicbung {26 c), S. 164]. 
Denn das durcb die erste Gleicbung (21) definierte Inte- 
gral j bat die Form der linken Seite yon (39), und zwar 
ist, damit die linke Seite von (39) mit J identiscb wird, 
zu setzen: 


(40) A-y). 

Wenn der Punkt A{oo , y , z) aufierhalb der Plache 0 liegt, 
Sind «, /?, y und ihre Ableitungen an dieser Piache ein- 
deutige, endliche und stetige Punktionen Ton rj , 
Das Stokesscbe Theorem ergibt daher: 

(41) J = jn[{rj — y)(iOB{s, i)~{t; — z)(iOS{s , rj)]— , . 

C ^ 
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l)i« 

l'’ur 


wahrend fiir eine gescMossene I^laclio J, “ 
fllpiclranff (41) gilt) "w^i® n^ilie aiicli dor liiukt 
Flacke 0 liegen mag, wenn or nur auBorlialb begt. 
zwd Punkte 1,, A., die anf yerscWedonou Soiten von 
^und dabei demselben Flacbenpankte unendUch nahe 
liegen, sind, faUs nnr nicht A, der Bandknrvo c imcnd- 
Ucb nabe liegt, die Werte von 


fx[{rj - y) cos(s , 0 - (t - «) cos(« , ’?)] ' 


,a ’ 


endlick, nnd diese Werte untersoheiden sicb fur A ntid 
nm nm unendlicb Kleines. Das gleicbe gilt dalun 
fill das Integral (41), d. b. 


(42) bm(J+ — J~) = 0. 

War die Plaobe 0 gescblossen, so ist = 0 nnd ,T • • 0 , 
daber gilt erst recbt Gleicbnng (42). Damit ist die S. 1 (M 
benntzte Hilfsformel (26 c) bewiesen. 


III. Absclinitt. 

Potential und Anziehung homogener 
Ellipsoide. 

Kapitel 1. 

Das Potential und die Anziehungskomponenten homogener 
Ellipsoide fiir Punkte der Masse- 

Die Berechnung der Anziehung der Ellipsoide gehort 
zu den beruhnitesten mathematischen Problemen; hat es 
doch seit Newtons Zeiten die Mathematifcer mebr als 
irgend ein anderes der Integralrechnnng bescbaftigt. Eine 
befriedigende Losnng hat die Anfgabe erst am Anfange 
des neunzehnten Jahrhnnderts gefunden, nnd im Lanfe 
jenes Jahrhnnderts sind die rerschiedensten Methoden zur 
Losnng anfgestellt, von denen die wichtigsten die von 
Laplace, Ivory, GanB, Dirichlet, Chasles*) und ans 
der zweiten Halite des vorigen Jahrhnnderts die von 
Mertens**) und die von Heine angegebene, von seinem 
Schuler Zhge***) durchgefiihrte sind. 

Wir wollen bei der DarsteUung teils Laplace, teils 
Ivory folgen. 

a) Das Potential ist eine Ennktion zweiter 
Ordnung der Koordinaten. 

Den angezogenen Pnnkt A nehmen wir zuuachst als 
innerhalb des Ellipsoids hegend an und bezeichnen seine 
Koordinaten, bezogen auf die drei Hanptachsen der Elache 
als Koordinatenachsen, mit w, y, z. Sind £, rj , C die 

*} Die Arbeiten der genannten Autoren sind, mit Anmer- 
kungen und Erlauterungen versehen, vom Verf. in Heft 19 der 
Klassiker der exakten Wissenschaften herausgegeben, Leipzig 1890. 

**) Crelles Journ. f. Math., Bd. 70. 're, 

***) Mathematisohe Annalen, Bd. 10. 
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Koordinaten eines beliebigen anziehenden Punktea, Jc die 
konstante Dicbtigkeit, so ist 

^ 7. rrr d^drjdt, 

(1) = kjjj • 

Znr BerecliiiTrDg Ton Y fnhren wir ranmliclie Polarkoordi- 
naten ein, deren Anfangspunkt A ist, d. h, wir setzen 

^ X + Q sind' coscp , 7 ] Q Bind sin 99 , 

f ^ ^ COBd . 

Das Yolumenelement ,wird dann 


(2) 


(2a) 

und daker 

(3) 


didrj dQBin'd' dd dq^ 

V = TcjjjQdQBinddddcp . 



Die Integration nacli q nekmen wir znr inneren. Dann 
ist, da A innerlialb des Ellipsoids liegt, von ^ = 0 an bis 

zu demjenigen Wert pj des Ra- 
dins zn integrieren, der einem be- 
liebigen an der Oberflacbe des 
Ellipsoids gelegenen Punkte 
entsprioht. Denken wir uns fcrner 
nm ’A eine Kngel mit dem Ra- 
dius 1 bescbrieben, so trifft jeder 
^ Ton A nacb der Ellipsoidober- 

flaclie gezogene Radius auclx die 
Kugel, und den samtlicken Punkten der Ellipsoidoberflacbe 
enteprecken samtlicke Punkte der Kugel. Die Grenzen 
fra # und cp werden daker dieselben wie bei der Integra- 
tion uber die Oberflacke ciner Kugel. Somit wird 

2jr « Qi 

(3a) y=-‘kjdq)jsmdd&fQdQ 

00 0 

2jz St 

= i-lij jQlsin&d'&dq) . 

0 0 

Um gj ate Punktion von ■d und 95 zu bestimmen, beuutzen 
WIT die Elackengleickung 

(i) + ^ + = i 

- 12 ^ ‘ 
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Oder, yenn i , tj , ^ nacli (2) durch Polarkoordinaten aus- 
gedruckt werden und beacktet wird, daB fiir Punkte der 
Bllipsoidflaclie q den Wert hat: 

(» + gi sin^cos95)2 
~ " + 


(4a) 


(y + 01 singj)^ 

-JE 

. (« + Pi COS#)2 

I 1^9 • 


Das gibt fur die quadratische Gleichung: 

(5) ip?+2Jfpi-Ar = o, 

wobei zur Abkiirzung gesetzt ist: 


Z = 


8in^& cos ^95 
"Ti - + 


sin^i9’sin^93 _ cos®# 
^ ^2 (■ ^ 


(5 a) i 


Ti/T _ sin# cosy , j/sin^sin^ , 

«2 T -p I- 


C® 

« COS# 


N = 1- 




yZ 




Der Koeffizient L ist als Summe dreier Quadrate stets 
positiv und kann nie verschivinden, If ist ebenfalls positiv, 
da der Punkt x,y,z innerhalb des Ellipsoids Kegt. Das 
Produkt der beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung 
(5) ist demnach negativ, beide Wurzeln sind also reell und 
die eine positiv, (Ue andere negatir. Von den beiden 
Wurzeln ist hier die positive zu nehmen, da bei raum- 
lichen Polarkoordinaten (vgl. S. 18) nur positive Werte 
des Abstandes vom Anfangspunkte in Betracht kommen. 
[Die negative Wurzel wiirde der entgegengesetzten Eichtung 
entsprechen, die aber ohnedies berucksichtigt wird, wenn 
# alle Werte von 0 bis *, 9? alle von 0 bis 2^1 durch- 
ISiuft.] Die positive Wurzel von (5) ist nun 

_ — J!f + yif® + LN 
01 ^ , 

und somit gelit (3a) iiber in: 


2irr 7t 


(3b) V. 


2 AT® 
B® 


0 0 


N 2My + LN 
L i® 
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Die rechte Seite tou (3 b) laBt sich erheblicli vereinfacben. 
Zunacbst ist . 


2^7: 7t 


( 6 ) 




0 0 


Denn fiir 2 Wertepaare von , cp , die entgegengesetzten 
Bicbtungen entspreclien, d. b. fur ‘O' , cp einerseits, jt — d- , 
n + (p andererseits bat M denselben absoluten Wert, a,ber 
entgegengesetztes Vorzeicben, wabrend M'^ , L und sin# 
fur beide Wertepaare denselben Wert baben, ebenso F , 
das von # und (p unabbangig ist. Fur die betraobteten 
Wertepaare bat somit die zu integrierende Funktion den- 
selben absoluten Wert, aber entgegengesetztes Vorzeicben. 
In der Summe, deren Grenzwert das Integral ist, beben 
siob daber je zwei Summanden auf, und das Integral er- 
balt den Wert 0 . 

Aus abnlicben tJberlegungen ergeben sicb folgende 


Gleicbungen : 

f 2 3 t : Jt 


(6a) 




0 0 
2jt JT 






0 0 

2jt jt 






Man braucbt in dem ersten Integral nur die Wertepaare 
# , (p und # , in — cp , im zweiten und dritten die Werte- 
paare #, <p und #, 51 + 9 zusammenzufassen, urn die 
Bicbtigkeit der Gleicbungen (6 a) zu erkennen. 
bfun zerfS/Ut das Integral ’ 


27t 7t 



m\.‘&d'd'dcp , 


f. 

I ■ 
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■f ? wenn man den Wert von M aus {5 a) einsetzt, in die 

Snmme von 6 Integralen, und wegen (6 a) versehwinden 
von diesen diejenigen drei, welche die Faktoren a; , xz, 
yz haben; es bleiben nur die Integrale ubrig, welche die 
^ • Faktoren , y^ , z^ haben. Daher geht die Gleichnng (3 b), 
f wenn man fiir M und JV die Ausdrucke (5 a) einsetzt, in 

j folgende fiber: • 


(7) 


I 




V= 


1 

2 


2st 7t 



0 0 


2 



z^oos^d 

L'^ 

a* 

^ b* 



1 _ ^ ^ 

. a,^ > 

+ — ^ J sill'd' di) dcp . 


Da X , y , z weder in L , noch in den Grenzen des Inte- 
grals vorkommen, so erkennt man, daJ3 F eine Funktion 
zweiten Grades von a:, « ist, die nur die Quadrate 

dieser Grofien enthalt, d. h. daB F die Form hat : 

(8) F = Fo - Fi a;2 - Fg 2/2 - Fg a® ; 


und die hier auftretenden Koeffizienten haben die Werte: 




(8a) 


27f ; 




0 0 


^ ^ j f ^ f f stup'd COS^(p . 


„ J L 

0 0 0 0 

2jt 7t 

I j sin'&d’&dqi 2 T j'sin^'d'sia^cp 

0 0 0 0 

jT sir JT 

— A//./ ^ f 2 f feoB^d^ 

L ~~r 


-- mid'4'd' d(p^ 


1 , 






W kJXJJL U.J> 

sin?;*' dd d<p 

y- 2 UJLiJ. '(9 dd' d(p\ 




0 0 


0 0 
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b) Beziebungen zwiscben den Koeffizienten 
Yon V. Polgernngen. 

Die Koeffizienten , Fg , F^ lassen sicb nun in ein- 
faclier Weise dnrcb Fq ansdrucken. Es ist namlicli 


gFp 

da 


— 1 ^ f fsin&d'd'dq? 


dL 

da 


0 0 


Oder mit Berucksichtigung des Ansdruckes (6 a) fnr L : 


dVo 

da 


-HI- 


mn'd' dd' dq) 




Demnach wird 


( 9 ) 



1 dV^ 
a da 


2 sin^-^' cos^9? 



da 


nnd entsprechend wird 



Von den in nnserem Resnltat anftretenden Integralen 
brancben wir somit niir Fp zn ermitteln, wakrend sicii 
Fi , Fg , F3 darans dnrcb einfacbe Differentiation ergeben. 

Ebe wir an die weitere Eeduktion des Integrals Fp 
geben, woUen wir ans den bisberigen Eesnltaten zwei 
wicbtige Soblnsse zieben. 

Die Komponenten der Anziebnng, welcbe das bomo* 
gene Ellipsoid auf einen inneren Pnnkt ansnbt, sind, da 
Fp, Fi, Fg, F3 Yon 00, z nnabbangig sind, nacb (8): 


(10) x = 


8V 

dx 


= —2V^x , 


Y = -2Fg2/,' Z^--2V,z, 


Die anziebende Kraft ist daber 

(loa) js: = 2 in^^+vir'+^ , 
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und die Eiehtungskosinus derselben sind 

-2V^a! -2V^y ~2V„z 


( 10 b) 


K 


K 


K 


Mittelpunkt des Ellipsoids 
kerne Anziebting erleidet, was ubrigens auch geometriscb 
sofort emzuseben^ ist, da fur dieseu je zwei symmetriscb 

vorhanden sind, die eine Anziebung 
Grofie und entgegengesetzter Eicbtung aus- 
^ Eoordinaten des angezogenen 

spnen Abstand r Tom Mittelpunkte und 
di 6 Kichtungskosinus (X , ^ ^ y von t aus : 


w = r X 


y 


7 ^ '-r ^ ^ ==.ry , 

so wird 

A = 2 r yvf^‘7 _i_ vf^^+Tl r'^ == 2 rK^ , 

.nnd die Eicbtungskosinus ron K werden 

-v^ji 

K, ’ Ky ’ ■ 

Diese Eicbtungskosinus baben, ebenso wLe Ky, fiir aUe 
Punkte desselben Badius denselben Wert, und wir baben 
somit den Satz: 

.f “^i®^™gskrafte, die von einem bomogenen 
EJbpsoid auf zwei Punkte eines vom Mittelpunkt 
ausgebenden Ea(Eus ausgeubt werden, sind parallel 
nnd yerbalten sicb wie die Abstande der Punkte 
vom Mittelpunkte. 

^iisdrucken fur j Fg , F 3 konnen wir ferner 
noon folgendes schlieJBen. Aus (5 a) folgt: 

a^L = sin^d cos^ + ~ sin^^ sin^ + ~ cos^i? . 

0 ^2 

Die GroBen a^L und sind daber nur von den Ver- 
bal tnissen und ^2 der Hauptacbsen abhangig, ebenso 

bangen daber aueb 
Koeffizienten Vy, V^, Fg , in denen ja a, & , e nur in 
den genannten Verbindungen a^L, usw. auftreten, 
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lediglicli Ton den Achsenverlialtnisseii 7 ab. Wenn 
daher wei EUipsoide E, E' 

selben Eicbtungen und dasselbe Verbaltnis der Haupt- 
aobsen besitzen [man nennt solobe EUipsoide abnbch ^d 
ahnlich lie^end*) Oder homotlaetiscli], so uben nacb (10) 
beide auf einen Punkt im Inneren des kleineren EUipsoids 
Anziebungen Ton gleicber GroBe und Eiohtung aus, Toraus- 
gesetzt, daB beide mit Masse Ton derselben konstanten 
Diobtigkeit gefifflt sind. Die Differenzen der derselben Aohse 
parallelen Anziebungskomponenten von E imd ^ also 

eleicb Null d. b. die zwscben den Elbpsoidflacben E 
und E' gelegene Scbale iibt auf einen Punkt des inneren 
boblen Eaumes keine Anziebnng aus. Wir fassen das Ee- 
sultat zusammen in den Satz: 

Bine von zwei abnboben und abnlicb begenden 
konzentriscben ElUpsoiden begrenzte bomogene Scbale 
ubt auf einen Punkt des inneren Hoblraumes gai' 
keine Anziehung aus. 

*) Der Name ahnlich rechtfertigt sich dadurch, da6 irgend 
zwei Durchmesser beider EUipsoide von gleicher Biohtung stets 

dasselbe Grofienverhaltnis haben. 

Beweis. Ton dem gemeinsamen Mittelpunkte 0 beider Ellip- 
soide ziehe man einen Halbmesser, dessen Richtungskosinus a , 
B,y seien, wahrend seine Langen bis zttm Schnitt nut den beiden 
Eilipsoiden mit e und e' bezeiclmet werden mogen. Der Endpunkt 
Ton o hat die reohtwinkligen Koordmaten e« , er , und da 
er aiif dem Ellipsoid mit den Aohsen a,h,c hegt, so ist 


Oder 


Bbenso ist 


und da 


so folgt 


a'" 


+ 


^ ^2 y2 


■ + 


= + + 


ifl 


’JTa' + ? 


h' 


n/ ^ 


und das gilt ftir jede beliebige Eiohtung oi , ^ , y . 
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Zusatz. Haben die ahnlicben BUipsoide JEl und W 
^erschiedene Mittelpunkte, aber parallele Acbsen, und liegt 
U ganz innerhalb E , so sind die Anziebungskompo- 
lenten von E durcb ( 10 ) bestimmt, wabrend die von E' 

-2V^x', -2V,y', -2V,z’ 

ind, "WO X , y' , z' die Koordinaten des angezogenen 
)unktes fur die Acbsen von E' als Koordinatenacbsen 
ind, X, y, z die Koordinaten desselben Punktes fiir die 
LCbsen von E als Koordinatenacbsen. Sind nun x^, y^, 
3 die Koordinaten des Mittelpunktes von E[, bezogen 
uf die Acbsen von E , so ist, da die Acbsen von E und 
y parallel sind, 

x' = x — xa, y[ = y — yo, z' = z~z^. 

>aber baben die Differenzen der Anziebungskomponenten 
eider BUipsoide die Werte 


2 ViXq , 2F23/0J — 

nd diese Differenzen, die von den Koordinaten des an- 
ezogenen Punktes unabbangig sind, sind die Anziebungs- 
omponenten der von E und E' begrenzten Scbale, also: 

Satz. Die von zwei abnUcben Ellipsoiden mit 
paraUelen Acbsen, aber verscbiedenen Mittelpunkten 
begrenzte bomogene Scbale ubt auf Punkte im inneren 
Hoblraum eine Anziebung von konstanter Grofie und 
konstanter Eicbtung aus. 

c) Weitere Eeduktion der Koeffizienten. 

Wir -wenden uns nun zu dem Integral Fq [erste 
leicbung (8 a)] zuruck. Da in L nur die Quadrate von 
ni?, cos#, sin 9, cos 97 auftreten, so geben die acbt Ok- 
mten der KugeMacbe vom Eadius 1 gleicbe Betrage zu 
3m Integral. Bs genugt daber, die Integration Tiber 
nen Kugeloktanten auszudebnen und dann mit 8 zu 
ultipUzieren. Setzt man nocb fiir E seinen Wert aus 
a) ein, so wird 




Vq = ATc 





j_ 


0 0 
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oder W6IIIL wir im letzten SiiiiiniajiKieii nocli den Pnlitor 
cosV + sinV? der ja =1 ist, hinznfugen, die Glieder 
mit cos^cp nnd sin^^? zusammenfassen und die Integration 
nacli (p als innere nelimen: 



d(p 


sin^ 


/sin^# , cos2'i9’\ , { — - 

i-^+— i“p- 


Die Integration nach cp laBt sich ansfuliren, da 

(12) 





m cos^9? + ??^sin^9:? 


i 


mn 


cos^'j9’\ 


sin299 


ist, vorausgesetzt, dafi m und n positive reeUe GroBen 
Sind*). Duroh Anwendung von (12) geM (11) in folgende 
Gleiciung uber: 


(11a) T^o == 2i 7tlc 



sin'&d'd' 


( sin^'^ cos^# 

t lo 


sin^-i?- cos^# 
Vi I li 


Das iibrigbleibende Integral ist ein elliptisclies Integral 
der ersten Gattung, das man leioht auf die ISTormalform 
der eliiptiscben Integrate zuruckfubren kann, und zwar, 
falls a>h> c ist, durcb die Substitution 


cos# = 



*) Die Hilfsformel (12) ergibt sich sehr einfach dadurch, daS 
statt (f eine neue Integrationsvariable i/; einfiihrt, indem man 


t 


— tang 9? — tangv^ 

7t% 


setzt, und beaehtet, daS, w.enn <p von 0 bis variiert, dasselbo 
auch. mit ’>{> der Fall ist. 
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Dann ergibt sich 



wo 



ist. 

Indessen ist diese Form fiir unsere XJntersucliung nicht 
zweckmaUigj da in ihr die Aclisen a, h , c nicM symmetrisch 
anftreten; auBerdem wiirde die Ansfiilirung der Differen- 
tiation nach ayhjC nmstandlicli werden, da aucli die 
obere Grenze des Integrals von a nnd c abbtogt. Dm 
eine in bezug auf a, h , c symmetriscbe Form fiir Vq zu 
erbalten, geben wir der Gleicbung (11a), indem wir in 

jedem Faktor des ^Tenners — — keraussetzen, die Form: 


(lib) F„ = 27 i 1 c 



sini9‘ • 


dd' 

cos^-?? 


tg^& + l] (-tg2# + l 


Weiter fahren wir eine nene Integrationsveranderliclie s 
ein dnroli die Substitution 

(13) ctg^ = ]/7, 

woraus 

/s cd'& ds 

sill'd = , . ^ = — P 

yc2 + 5 2 fs 

folgt, wahrend die Grenzen fiir s werden : s = 0 und 
s = cx? . 

Dadnrch gebt der Ausdruck (11b) in folgenden 
Tiber: 
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(14) 


7tk 



== ahonk 


lj{a^ + 5) + s) { 0 ^ + s) 


(14a) 7i - 


Hieraus folgt mittels der Gleidaung (9): 

ds 


3i' 

da 


= atcjiTc 


J + s) i{a^ + s) -f sj {c^ + s) ^ 


und analoge Ausdriicke ergeben sick fxir Fg ^3 • Setzt 
man diese Ansdriicke in (8) ein, setzt dabei die Faktoren 
5^^ unter die betreffenden Integralzeicken und ersetzt 
die Summe der vier Integrale durck das Integral der 
Summe, so erkMt man 


(15) V == nkahc 


ds 


j ]/(a2 + s) (&2 + 5) {c^ + s)\ + s 


tTbrigens ist der Koeffizient 


y2 g,2 I 

P+s“eH^/ 


nhabc == -I M , 

falls M die Masse des Ellipsoids ist. 

Fiir die Anziekungskomponenten erkalt man aus (15): 

(15a) X = —2n'kahcc^ 

und analog Y und Z, 

Auck aus (15 a) kann man den Satz S. 182 ableiten. 
Fiikrt man namlick an Stelle von s eine neue Integrations- 
variable ein, indem man 

s = a^t ■ 


ds 


J {a^+ s) iW+ ^) + «) {0^ +~s) ' 

0 * 
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setzt, SO sieht man, daB X niir Ton den Achsenverhalt- 
nissen y, y abhangt. 

Die zweiten Ableitungen Yon Y sowie der Ansdruck 
f tir A Y soUen spater untersncbt werden. 

Ans den fur das dreiacbsige EUipsoid abgeleiteten 
Pormeln (15), (15 a) ergeben sicb leicbt die entsprechenden 
Formeln fiir das yerlangerte und das yerkiirzte Eotations- 
ellipsoid. Man siebt dabei, daB,» wenn zwei der drei 
Acbsen a, o einander gleich werden, die elliptischen 
Integrale sicb auf eiementare Transzendenten (Logaritbmen, 
resp. zyklometriscbe Funktionen) reduzieren. Wir woUen 
an dieser Stelle nnr daranf binweisen nnd die Ansfiibrung 
der Recbnungen anf spater verscbieben, wo wir die ent- 
sprecbende Anfgabe ftir aiiBere Punkte zu bebandeln 
baben werden. 


Kapitel 2. 

Die Anziehungstomponenten homogener EUipsoide 
fiir auBere Punkte. 

Das Verfabren, das bei der Bestimmung des Potentials 
fiir innere Punkte zum Ziele fubrt, wiirde bei auBeren 
Punkten auf groBe Scbwierigkeiten stoBen. Dieselben 
riibren daber, daB, wenn man Polarkoordinaten einfiibrt, 
deren Anfangspunkt der an- 
gezogene Punkt A ist, die' 

Grenzen der Integration naeb 
# und (f nicbt mebr konstant 
Sind. Denn denken wir uns 
wieder um A eine Kugel Vom 
Eadius 1 bescbrieben, so trifft 
nicbt jeder Kugelradius aucb 
das Ellipsoid. Die Integration 
nacb d' und cp ist desbalb nicbt 
mebr iiber die ganze Kugel- 
flacbe zu erstrecken, sondern 
nur iiber den Teil, der aus der Kugelflacbe ausgescbnitten 
wird durcb den Yon A an das Ellipsoid gelegten Tangen- 
tialkegel. Die Bestimmung der Integrationsgrenzen ge- 
staltet sicb dadurcb umstandlicb und scbwierig. Daber 
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schlagen wir fiir auBere Punkte einen andern Weg ein als 
fur innere, und zwar wollen wir unsere Aufgabe nacli der 
Methode won Ivory erledigen. 

a) Begriff der konfokalen Ellipsoide. Bestim- 
mung des zu einem gegebenen konfokalen Ellipso- 
ids, das durch einen gegebenen Punkt geht. 

Wenn zwei Ellipsen konfokal sind, d. b. dieselben 
Brennpunkte besitzen, so baben sie aucb denselben Mittel- 
punkt, dieselben Acbsenriebtungen und auBerdem dieselbe 
Differenz der Quadrate der Aobsen. 

Zwei Ellipsoide beiBen konfokal, wenn ihre Haupt- 
scbnitte konfokale Ellipsen sind. Aucb konfokale EUipsoide 
naussen daber denselben Mittelpunkt und dieselben Acbsen- 
ricbtungen besitzen; und sind ibre GHeiobungen 

SO rrmJ3 




0.2 ^ 




^ ^'2. 
sein, d. h, 

(la) a'^ — = b''^ — 1)^ = e'^ — cK 

DaB zwei konfokale Elbpsoide keinen Punkt gemeinsam 
baben konnen, ergibt sicb so. Die IGoordinaten f, f 
des gemeinsamen Punktes muBten beiden Gleicbungen (1), 
daber aucb der daraus durcb Subtraktion entstebenden 
Gleichung 

/»/ 2 / ' / ^/2 




^ a' 


\c^ e 


■0 


geniigen. Diese kann man wegen (la) so sobreiben: 


= 0 , 



p 

^2 

, p 1 

VU } 

ia^a'^ 

63 6'2 



und man siebt, daB, da a'^^ — a^:^0 ist, sie nur durcb 
^ = 0, >? = 0, f = 0 befriedigt wird. f = 0, »; = 0, C = 0 
aber geniigen keiner der beiden Gleicbungen (1). 

Wir wenden uns nun der Aufgabe zu, ein zu dem 
EUipsoid 


*2 + 63 
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konfokales zu bestimmen, das durch einen gegebenen 
Punkt X, y,z gebt. Sind a', V, c' die Acbsen des ge- 
sucbten Ellipsoids und setzt man 

(lb) a , 

so wird wegen (la) 

(lo) e'2 = e2 4-a, 

und da der Punkt a? , y, z auf dem Ellipsoid mit den 
Acbsen a' , b' , e' begen soil, so baben wir znr Bestimmung 
von a die Gleicbnng 

/ 0 -) ' x^ z^ 


Das ist eine Gleicbung dritten Grades fiir a. Um die 
Dage ibrer Wurzeln zu ermitteln, untersucben wir die 
Punktion 


( 3 ) 


m) 




und nehmen dabei a > & > c an. 

Eur jl == +00 ist /’(2) = — 1 . Liegt ferner der Punkt 
z auBerbalb des gegebenen Ellipsoids, so ist 

^ c’^ ^ ^ 


daber wird f\X) > 0 fiir == 0 . f\X) wecbselt also zwiscben 
A == CO und A == 0 mindestens einmal das Vorzeicben, und 
da f(A) fiir keinen positiyen Wert von A unendlicb wird, 
kann der Zeicbenwecbsel nur dadurcb zustande kommen, 
dafi /(A) = 0 wird; d. b. mindestens eine Wurzel der 
Gleicbung (2) liegt zwisoben 0 und co. 

Wir betracbten ferner den Wert A == — + 6, wo e 

eine sebr kleine positive GroBe bezeicbnet. Eur ibn wird 


m 


■+ 




o^ + e 62 _c 2 + e 


+ 


1 . 


2(2 

Fur sebr kleine s wird — sebr groB ; es iiberwiegt Tiber die 

ubrigen Summanden , und daber wird f{l) > 0 . Ebenso 
erkennt man, daJS fiir X = — e® — e' , wo e' wieder eine 
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kleine positive GroBe ist, f{l) negativ wird. Der 
Zeichenwechsel ist hier dadurcli entstanden, daB fur 
1 = /■(A) = CX3 wird. Betrackten wir noch ebenso die 

Werte 1 = - , x - si , X = -a^j^e^, 

X = — 0,2 go erhalten wir fiir die zugebdrigen Vor- 

zeicben von f{X) folgende TabeUe: 

oo 0 -c^+s -c^-e' -l^+s^ -b^-si -a^+s^ -cfi—si 

^ ““z 

Die TabeUe zeigt, daB, wenn X aUe Werte von +oo 
bis ~oo durcblauft, f{X) secbs Zeiobenwecbsel erleidet. 
Ton diesen rubren drei davon ber, daB f{X) fiir die 
Werte —c^, —b^, ~a^ von X durcb Unendlicb gebt. Die 
■fibrigen Zeiobenwecbsel, die in den Interv^en 00 ...O, 
— c^. . . — &2, _& 2 _ _ __^s liegen, konnen, da sicb f{X) in 
diesen Intervallen kontinnierlicb andert, nur dadurcb ent- 
steben, daB f{X) — 0 wird. Berner kann es in jedem der 
genannten Intervalle nur einen Wert von I geben, fiir den 
f(X) = 0 wird; denn f(X) ist ein Brucb, dessen Zabler nnd 
Benner vom dritten Grade in X sind, nnd eine Bunktion 
dritten Grades kann nicbt fur mebr als drei Werte des 
Arguments verscbwinden. Die Werte von ;i , fiir die ffX) 
verscbwindet, sind zugleicb Wnrzeln der Gleicbnng (2). 
Diese Gleicbung bat daber drei reeUe Wnrzeln, eine 
positive und zwei negative. Docb nur fur eine von 
diesen Wurzeln, (Me positive, ist die zu bestimmende 
Blacbe ein Ellipsoid. Denn fur die zweite Wurzel, die 
zwiscben 0 ^ und — 6® liegt, wird -j- a negativ, wabrend 
b^ + o und a'^-j- cr positiv sind. Die Blacbe 

_i!_ . r _ 1 

-j- a 62 -j- o 02 _j_ fj 

ist daber ein einscbaUges . Hyperboloid. Biir die zweite 
negative Wurzel, die zwiscben — und — 6^ begt, ist sie 
ein zweiscbabges Hyperboloid, und nur fur die positive 
Wurzel von (2) ist die Blacbe ein Ellipsoid. Wir baben 
daber das Eesultat: 

Durcb einen Punkt x, y, z auBerbalb eines ge- 
gebenen Ellipsoids kann man stets ein und nur ein 
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zu di esem k onf okales Ellipsoid legen; seine Achsen 

Sind ']/ + a , a , ]/ + o , nnd a ist die po- 

sitive Wnrzel der Gleichnng (2). 

Znsatz. Liegt der Punkt y ^ z nicht auBerhalb, 
sondern innerhalb des gegebenen Ellipsoids mit den 
Acbsen a , & , o , so bat die Gleicbnng (2) drei reelle 
negative Wurzeln, die in den Intervallen 0 ...— 

— ~ liegen. 'Nur der ersten Wnrzel 

entspricbt ein Ellipsoid. 

b) Korrespondierende Punkte konfokraler El- 
lipsoide. Ivorys gebmetriscber Satz. 

Korrespondierend nennt man zwei Punkte anf den 
Oberflacben zweier konfokalen Elbpsoide dann, wenn ibre 
Koordinaten sicb wie die entsprecbenden Acbsen ver- 
balten. 1st also ^ , tj ^ ^ ein Punkt des Ellipsoids mit 
den Acbsen a, h , c, f', rj', C' der korrespondierende 
Punkt des konfokalen Ellipsoids mit den Acbsen a', b', o', 
so ist ^ 

( 4 ) l = i_ 1 = ^ 

^ ’ a a' ' b y ’ 0 c' ‘ 


Fur .den Pall, daB die konfokalen Ellipsoide in kon- 
zentriscbe Kugeln ubergeben, liegen je zwei korrespon- 
dierende Punkte mit dem Kugelmittelpunkt in gerader 
Xiinie. In diesem Spezialfall gilt nun folgender, durcb 
einfache elementar-geometriscbe Betracbtungen zu be- 
weisender Satz: Mmmt 
man auf jeder von zwei 
konzentriscben Kugeln je 
einen Punkt beliebig an, ‘ 
so ist ibr Abstand gleicb 
dem Abstand der korre- 
spondierenden Punkte. 

Ein analoger Satz gilt, 
wie Ivory gezeigt bat, 
aucb fur konfokale EUip- 
soide. Es sei P(f, 77, f) 
ein beliebiger Punkt des 
Ellipsoids mit den Acbsen 
liebiger Punkt des konfokalen Ellipsoids mit den Acbsen 
a% o', ferner sei P'(f', rj', f') der korrespondierende 
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Pnnkt zu P anf dem zweiten, y' , der korrespon- 

dierende Punkt zu A anf dem ersten Ellipsoid, bo iwt 
PJ. -P'J.' . 

Beweis: Es ist 

FT = {i-xf+{ri-yY + {l;~~z)^ 

. , -2{rx'+7,'y'+!;'z'). 

Zwisclien y, C, i', v'j bestelieii die Relationen (4), 
wahrend fur x, y, z, x', y', z' die Gleichungen gelten; 

(ia.) y_-y' ^ «' 

^ a' a ’ b' i ’ c' ^ c ' 

Aus (4) und (4 a) folgt: 

(4b) Sx = S'x', riy = f]'y', Cz = C'z'. 

Ferner folgt aus (4 a): 


+ y'^ + 

a '^ ^ 6'2 ^ e '2 


also wegen (la) ^ 

(4c) oo'^ + y'^^ + z'^ = x^ + y^ + z^^-(a' 2 -a^)\~ ,y^, 

U'2 ^ p i c' s. 

Vi dem Ellipsoid a', b', c' Hegt so ist 

m (4c) dj Faktor von _ «2 giei^ii i , mithin 
(6) x^-\- y'^ -f z'^ = x^ + y^ -\-z^~ (a'2 _ ^ 

Ganz ebenso folgt aus (4): 

(6a) f '2 + ^ ^,2 = |2 + __ 

tmd aus (6) und (6 a) 

(6b) + + + + + 

PA® = P'A'®. 
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Satz. Die Bntfernung zweier beliebigen Punkte, 
die auf den Oberflachen zweier konfokalen EEipsoide 
liegen, ist gleicb der Entfernung ibrer korrespon- 
dierenden Punkte. 

c) Ivoryscber Satz fiber die Anziebung kon- 
fokaler Ellipsoide. 

Die X - Komponente der Anziebung, welcbe ein 
bomogenes Elbpsoid mit den Acbsen a, e auf einen 
auBeren Punkt A{x, y, z) ausubt, ist nacb den allgemeinen 
Grundfornaeln : 

<7) X _ mr, u , 


wobei fiber das Yolumen des Elbpsoids zu integrieren ist. 
Die Integration nacb f laBt sieb ausfiibren, und zwar sind 
die Grenzen fur f durcb die Gleicbung des Elbpsoids 
bestimmt: 

Es wird also, w^enn wir die Werte, die ^ fur ^ = ^2 
und ^ annimmt, mit ^2 Qi bezeicbnen: 


X = ~h 


Q 2 Qi 


drjdC . 


und P 2 sind die Abstande des angezogenen Punktes A 
von den beiden Punkten und Pg, in denen das Elbp- 
soid yon einer durcb den Punkt rj jC der C-Ebene zu 
der l^-Acbse gelegten Parallelen gescbnitten wird; und die 
Integration in (7 a) ist fiber den Hauptschnitt rj C des 
Elbpsoids zu . erstrecken. 

tfbrigens mag bier gleicb bemerkt werden, daB die 
Gleicbung (7 a) aucb fur den Fall gultig bleibt, daB der 
angezogene Punkt innerbalb des anziebenden Ebipsoids 
begt. Denn (7 a) ist ein Speziabab der allgemeinen Glei- 
cbung (12 a), S. 71, und von dieser Gleicbung ist die 
Gultigkeit aucb fur innere Punkte gezeigt. 

Wir legen nun durcb A da^ zu dem gegebenen kon- 
fokale Elbpsoid, nennen seine Acbsen a', V, c' und be- 

W an g eri n, Theorie des Potentials I. IB 
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stimmen atif diesem die korrespondierenden Punkte 
zu Pj , P 2 5 ebenso zu A den korrespondierenden Punkt A'^ 

auf dem gegebenen Ellip- 
soid. Dann ist: 

• AP, = A'P(, 

und die Punkte P^, 
liegen ebenso wie die 
Punkte Pi, Pg auf einer 
Parallelen zur Acbse | / 
Wie nun A Pi und AP^ 
Pig. 31. Kiit Pi und p 2 bezeichnet 

waren, so mogen A'P^ 
und A'Pg mit und pg bezeichnet werden. Wir haben dann 

(8) 01 = er 03=02) 

und Pi und pg sind die Abstande des Punktes A' von den 
Punkten Pi, Pg des konfokalen Ellipsoids, in denen dieses 
von einer duxch den Punkt rj', der lyC-Ebene zu i 
gelegten Parallelen getroffen wird, falls rj', f' die korre- 
spondierenden Werte von rj , C sind. 

In (7 a) war die Integration nach und C hber den 
Hauptschnitt y C des gegebenen Ellipsoids zu erstrecken. 
Fiihren wir an Stelle von rj , C - die Veranderlichen rj', 
mittels der Gleichungen 

(8a) v = dt] dC = di]' dC' 

ein, so ist die Integration nach ?/, uber den Haupt- 
schnitt ly' C' des konfokalen Ellipsoids zu erstrecken, und 
(7a) geht fiber in: 

(») 

Nun hat in (9) der Ausdruck 

(to) ■ 

dieselbe Form wie die rechte Seite von (7 a), nur daB an 
Stelle des Ellipsoids a, b, c das konfokale Ellipsoid a', V, 
aiiftritt und an Stelle des angezogenen Punktes A dei^ 




Kap. 2. Die Anziehungskomponenten fiir auBere Punkte. 195 


Punkt A . Der Ausdruck (10) ist also, da Gleichung (7 a) 
auch fur innere Punkte gilt, die Z-Komponente der An- 
ziehung,^ welcke das BlUpsoid a', V, c' auf deu Punkt 
y'j z' ausubt. Bezeicbnen wir ^esen Ausdruck mit Z' 
so geht (9) Tiber in ’ 


( 11 ) 


Z 


& c 

Vc 


-X' 


Oder 


X _ be 
X' ~ b'e' • 


Bie Gleichung (11) enthalt den Ivoryschen Satz, der 
sich, da analogs Gleichungen aueh fur die T- und Z-Kom- 
ponenten gelten, folgendermaBen in Worte fassen laBt: 

Ivoryscher Satz. Die parallel einer und der- 
selben Hauptachse genoniuienen Komponenten der 
Anziehung, die einerseits ein homogenes Ellipsoid 
auf einen beliebigen Punkt der Oberflache eines 
konfokalen, und die andererseits dieses konfokale 
Ellipsoid bei gleicher Dichtigkeit auf den korre- 
spon^erenden Punkt der Oberflache des ersten El- 
lipsoids ausiibt,, verhalten sich me die Produkte der 
zu der Komponentenrichtung senkreehten Haupt- 
achsen beider EUipsoide. 

d) Anziehungskomponenten des homogenen 
Ellipsoids fiir auBere Punkte. 

Burch das Ivorysche Theorem ist die Anziehung, die 
ein Ellipsoid auf einen auBeren Punkt ausubt, zuriickgefuhrt 
auf die Anziehung eines andern Ellipsoids auf einen innern 
Punkt. Ber in (11) auftretende Ausdruck X' ist nach 
Gleichung (15a), S. 186: 


X'= —^Ttha'b' o'a 


und hierin ist 


As' 


\a'^ + s') i(a' ^ + s'){b'^ + s'){o'^ + s')’ 


a'^==a^+a, b'-^ = b^ + a, c'^ 0 ^ + a 

zu setzen, wo a die positive Wurzel der Gleichung (2), S. 189, 
ist; denn das zu dem gegebenen konfokale Ellipsoid mit den 
Achsen a', b', 0 ' geht durch den Punkt A(a;, y, z) . Ferner 
ist nach (4 a): 

a' x' — ax . 
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Mi thin folgt aus (11); 

oo 

r 

(11a) X = —2n‘kal)cx 


ds' 




Hier fiihre man an Stelle von s' eine none Integrations- 
variable ein: 

s' o s ^ 

so vrird 


(12) X —2n'kal)Gx\ 


ds 


/ (a^,+ s) '^{a^ + s) (^^ + s) {c^ + s) 

O' . 

und analog werden , 

CO 

r Us 

Y = —2 Jihahcy 


(12 a) 


-2n'k 


Oi 

ahomj- 

J I 


+ s)y{a^ + s){l)^ + syip^ + s) ’ 
ds 


(e^ -f s) ]/(«* + s) 4- s) (e® -f- s) 


Die Anzielinngskomponenten fm auBerePnnkteunterscheiden 
sioh somit von denen fur innere Punkte [(15a), S. 186] 
nur dadurck, daB die untere Grenze der auftretenden eUip- 
tischen Integrale niokt mekr = G ist, sondern = a , "wo o 
die positive Wurzel der Gleickung (2) ist. 


Kapitel 3. 

Das Potential homogener Ellipsoide fiir auBere Pvmkte. 


a) Ermittelung des Ausdrucks filr das Poten- 
tial. 

Dm das Potential zu bestimmen, d. h. eine Punktion F, 
deren partielle Ableitungen nacb x,y,z die Werte X, Y, Z 
annehmen, vergleichen wir die Form der Anziehxmgskom- 
ponenten fiir innere und auBere Punkte. Fiir innere Punkte 
war nacb (10), S. 180: 


ev 

dx 


= -2Fia!, 


dy 




dV 

dz 


—2Y^z, 
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und da Mer V,, V,,V, konstant sind, so foigt sofort: 

y=--VxOo\-V^y^~V^si^+0, 
wo C eine Konstante bezeichnet. 

-n- Mgendef Unterschied ein. 

Dje in (12) und (12a), S. 196, auftretenden Integrate sind 
transzendente Junktionen von. o, also aneb, da a durcb 
Gleichung (2), S. 189, bestinamt -wird, transzendente Punk- 
tionen von x^y , z. Eezeiclinen wir die mit n'kahc multi- 
plizierten Integrate daber mit fx{x,y,z), f,{x,y,z), 
/s{®) 2/; «), so wird: , a, 1 , 

ay 


- = -2xf[(x,y,z), 


y, , 


1 0 V 

Urn bieraiis die Form von V zu ermitteln, betracbten wir 
zunachst den speziellen Fall 2/ = 0, « = 0 , Dann wird: 


-2wf^{x) 


daber 


-x^f^ {x) +Jx^ ax = -icYl (x) + <p(x), 


d. b. einfacb : bei teilweiser Integration ist statt der In- 
tegrationskonstante eine_ zu bestimmende Funktion von x 
hinzuzufugen. Analoge tiberlegungen, auf die aUgemeinen 
Gleicbubgen (1) angewandt, fubren zu dem Ansatze : 

(2) \y = —X!^fi{Xry,!s)~y^f^{x,y,z) 

Damit aus (2) die Gleicbungen (1) folgen, mu6 
{ SF{x,y,z) \„^^fi{x,y,!i) , „,,a/2(ir,2/,a) 

J~ ^ : = — + y — 

1 , ... a/3(ir,y,z) 
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SF 8F 

sein, 'wozu nocli zwei analogs Gleichungen filr und 

kommen. lirnn sind die (mit nTcaho multipli- 

zierten) Integrale, die in (12) und (12 a), S. 196, auftreten, 
Diese hangen direkt nur von a ab, von x,y,z nur insofern, 
als a von x,y , z abhangt. Es ist daher: 


dfi(a!, 2/,2) dfi{x,y,z) da 


dx 

Femer ist: 

oc 

fi{x, y , z) == Jilcah 


do 


dx 


usw. 


(a^ + + s) {b"^ + s) (c2 + 5) ’ 


daher 


y,^z) 

da 


nlcahc 


{a^ + o)l/(a2 + a) {V + o) (c2 + o) ‘ 

Ahnliche Aasdriicke erh^lt man firr xxnd 

dU > y , L ?} . . xoid somit geht die Gleiohung (3) in folgende 
do 

iiber : 


(4) 


TiJcahc 


dF{x,y, z) 
dx 

/vi2 


+ 


■j{a^ + o) {h^ + g) (c 2 c^ + a 


6ae 


und da a der Gleichung (2), S. 189, genu^, ist die in der 
Klammer stebende Summe = 1 , d. h. es ist: 


(4a) 


dF{x,y,z) __ 


— nlcaJ) e 


So 


dx 

Bbenso wird; 

8F{x,y,z) 


■ l/(a2 + ff)(62 + o)(e8 + a) da; ‘ 


■ — 7t Ic 0/ 1) C 


do 


(4b) 


dy l/(a2 + a)(&2 + o)(o2 + a) ’ 

8F{x,y,z) — Tclcahe do 


dz 


l/(a2 4-a)(J)M-cf) (c^ + o) dz 
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Alls (4 a) und (4 b) folgt sofort: 

do 
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^(^7 2/7 = ‘—n'k 


abc I— z=: 


ein Eesultat, daJB wir so schreiben : 




-Tilcabe / — 

[J y(«®- 


(5) F{x,y,z) = —7i/cat>c\ {- ,q 

+«)(6®+«)(c2-|-s)J,=„ 

Zur Bestimmung der Konstante C ist zu beachten, daB, 
wenn der angezogene Punkt ins UnendUche rdckt, F ver- 
scbwinden miiB, die rechte Seite von Gleichung (2) S. 197 
miiB dann also ebenfalls = 0 werden. Fun ist: ’ 

2/ ! «) + y, z) 


(6) 


-nJcahcl 


" ds 

r z^ -i 

{&"+«) (c^+s) 

a^+s b^-\-s 0^ + 5 J 


Eiickt der angezbgene Punkt ins Unendliche, so werden 
die drei Acbsen des dnxch ibn gelegten, zu dem gegebenen 
konfokalen ElHpsoids unendHch groB, also o =- oo . In dem 
letzten Integral wird die untere Grenze der oberen gleich, 
also wird das Integral = 0 , d. b. 

wird = 0 . Bamit V yerscbwindet, ist also noch ndtig, 
daB fiir a -= oo F{w, y,z)^0 wird. Bas gibt nacb (5) die 
Bedingung: 

ds 


0 == —Ttlcahc 
und somit wird: 


y(^^^T^)(&*+s)(c^+«). 

F{de, y , z) = fiTcabcl f—~ 

\ui(a 


+ 0, 


^ + s)(62 + s)(c=* + s)J.= 

ds 


Oder: 

(7) F{x, y , z) — nTcai c 


L=j 


/(a^ + s) (62 + s) (c2 + s) 

CXI 

r_ _d£ 

y(«" + s) (62 + s) (c 2 + 5) ■ 



200 ni. Potential nnd Anziehting homogener Ellipsoide. 

Mittels der Gleiclrangen (6) und (7) gedt der Ausdruek (2) 
von V in folgenden uber: 


(8) V otic ai c i 


y(a2+s)(6®4-s)(c^+s) 


='{1 






a^ + s, c®-f-s 


Das Potential des homogenen Ellipsoids fiir anfiere Pnnkte 
untersclieidet sick daker von . dein fiir innere Pnnkte ledig- 
lick dnrck die nntere Integrationsgrenze. 

. k) Verifikation der Eesnltate mittels der Di- 
rickletseken ckarakteristiscken Bigensckaften. 

Dnabkangig: von der kiskerigen Ableitnng der Eesul- 
tate -woken -wir zeigen, dafi. dieselben den Diriekletscken 
ckarakteristiscken Bedingungen geniigen nnd damit einen. 
sweiten Beweis fnr dieselben fiikren. 

Wir betrackten eine Punktion Vi , die fur Pnnkte x,y ,z 
i n n e r k a 1 b des ’ Ellipsoids mit den Acksen a, h, 0 den 
Wert kat: 


. 00 . ' ■ ■ 

■ , r As L 

(I) Vi — Ttic abe I— ; , v;-— 


:.y^ 




{7c konstant), -wakrend fiir Pnnkte x,y,z anfierkalb jeaes 
Ellipsoids 


(II) Va=^7cabo ■ 


As 


y(a^+s)(6^+s)(c^+s) 


= 1 


y“ 


a^ + s b^ + s c® sj 


ist, -wo a die positive Wurzel der Gleickung 


(Ila) 




+ 


+ ■ 


= 1 


+ a ' b^ + a ' + a 

bezeicknet. Es ist zn zeigen, daB die Ansdriicke (I) nnd (II) 
die ■ ckarakteristiscken Bigensckaften des Potentials jenes 
komogenen Ellipsoids besitzen. 

Zunackst ist zn zeigen, daB Va nnd V stets endlicke 
Werte besitzen. Zu dem Zwecke betrackten -wir das In- 

■tBgrSllz ca 

J [ 

J y(a2 + s)(&' + s)(c' + s) ’ 
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WO CO eine groBe ZaM bezeichnetl 1st a> 6> c, so ist; 
1 1 


( 9 ) 

daher : 


/(d* + s) (62 _j-. 5 ) (c 2 _j_ J}) ^ (]/c2 + sf ’ 


J< 


J + s) 


3 , d. b. : J < ■ 


io^ + 


CO 


Daraus erkennt man, dafi, wenn die obere Grenze co — oo 
wird, das Integral / docb einen endlicben Wert bebalt- 
nnd dieselbe Betracbtung laJ3t sicb anf die tibrigen in (I) 
anftreteuden Integrale anwenden. Nebmen wir in J zur 
nnteren Grenze a statt 0, so wird: 


+ o CO 

J bat also ebenfalls fiir co = oo einen ehdbcben Wert, nnd 
ebenso die tibrigen Integrale in (II). Da ferner die zu 
integrierenden Funktionen innerbalb der Grenzen stets end- 
bcb Sind, so sind aucb nnd Va fiir bebebige endbcbe 
Werte von a? , y , z stets endUcb. 

DaJ3 sicb weiter F, nnd Vamit x, y, z kontinuierbeb 
andern, folgt fiir F darans, daB es eine ganze Fnnktion 
zweiten Grades Ton w, y, z ist. Pur V„ beacbte man, daS 
eine unendlicb Meine Indemng Ton x,y,z aucb eine nn- 
endbcb kleine Indemng der positiven Wurzel a der Glei- 
cbung (Ila) zur Polge bat. Bei einer unendbob kleinen 
Anderang -von x , y , z erfabrt daber sowobl die zu in- . 
tegrierende Punktion, als die untere Grenze des Integrals 
in (II) eine unendbcb kleine Andernng, damit aucb das 
Integral selbst, also ist aucb Va eine kontinxberbcbe Piink- 
tion Ton x,y,z. 

Buckt der angezogene Punkt x, y , z yon auBen an 
die Ebipsoidoberfiacbe, so wird: 


4- l! 4_ f!. _ 1 
~ ’ 

mitbin wird die positive Wurzel der Gleicbung (Ila) in 
dlesem PaUe a — 0 . Die Werte von F scbbeBen sicb daber 
an der Ebipsoidoberfiacbe kontinuierbeb an die von F an. 
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Die Ausdriicke fur TJ und Va zusammen steUen also eine 
im ganzen Eaume endlicke und kontinuierliche Punktion 
Yon X, y ^ z dar. 

Um das Verlialten von im UnendJichen zu unter- 
sucken, beachten wir, daB in (II) der Faktor 

^ z^ 


fiir die untere Grenze s ^ g verscbwindet, fur die obere 
Grenze ^ = oo den Wert 1 und fiir jedes innerbalb der 
Grenzen gelegene s einen Wert zwiscben 0 und 1 bat. 
Setzen w fiir diesen Faktor 1 , so wird die zu integrierende 
Funktion zu groB, und es wird: 


< TT jfc d 6 c 


'Ii/Ja' 


dl>8 


2 + s) (b^ + s) (c2 + ») ' 


nack (9) daker fiir a> b ^ e erst reckt 

oo 

ds 


Va < srlcabc 


d. h.: 

und 

(9a) 


Va< 


jiio^+sf' 

(7 

2nlcabc 

yc ^ + G 


I < 2jtlcabo 


Ferner ist wegen der Gleickung (II a): 

£1? 


+ G 


mitkin: 
(9 b) 


< 1 j kochstens = 1 , 

]/<X^ + G 


\xVa\ < 2 nhabc 


Y^+g' 


Die Ungleickung (9 a) gilt fur jede Lage des angezogeueu 
Punktes, vie weit sick derselbe auck von dem anziehenden 
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Ellipsoid entferne. Eiickt der angezogene Punkt ins ITn- 
endliche, so wird wegen (II a) auck a = oo und 

^ Urn \xVa \ ciinTtale , 

a — oo 

d. h. auch wenn der angezogene Punkt ins Unendliche 
riickt, bleibt der absolute Wert you x Fo endbcli. 

Untersuchen wir nun die Ableitungen yon F„ und F • 
Es wird: 


-27elcal> cx i 


nTcahc 


J («"+ s)i{a^ + s) + s) {o 2 + s) 

tr 

^ 1 der 

oil + o c^-{-a)Sx’ 


y(a*4‘o)(&^+o)(c®+o) I <*^ + 0 c^-{-ofSx’ 

also wegen (11 a): 

oo 

(10) — ~ — 2nlcal)c(cl ^ — , 

• J {a^ + s)/(a2 + s) (p -^s) + 5) 

(J 

wahrend 


- 27 tlcahoco 


+ s)^|{a^ + s) (h^ + s) {c^ + 


ist. Genau wie bei und Vi selbst folgt aus diesen Aus- 
driicken, dafi sie uberall endlicb und kontinuierlicb sind, 
daJ3 sicb auch beim Duxchgang durch die Ellipsoidober- 

8V 8V 

flache die Werte von und kontinuierlicb an- 

dx dw 

einander ansohlieBen. Aus (10) folgt ferner, falls wieder 
a>l)> c ist: 

oo 


2 ^ 4 llcaho\x» \ 

^ Sx 3 (i/c^ + of 
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und, da 


(11) 


SYa 


< 1 , weiter : 




dx I 


< -^Tclcadc 


Na^ + o Y 

\l/c2 + g) 


Aus (11) siehl) man, daJ3, wenn der angezogene Punkt ins 
Unendliche rnckt, also a = oo wird, der absolute Wert 
dV 

von x ^-^ — endlicb bleibt. 
ox 

Wir wenden uns nunmebr den zweiten Ableitungen 
von V zu. Zuvor bemerken wir, daJS dui’cb Differentiation 
von (II a) folgt: 


(12) 


2x 


+ ■ 


2/" 




+ n [{a^- + o)^ ' (b^ +o)^ ' + a)^ 

Daber wird 


da- 

dx 


0 . 


(13) 


dx^ 


-27tlcaho 




{a^ + s) iW+s) (&2 + s) (c8 -I- s) 

27t'ka'b cx^^ 
ox 


{a^ + o) y {a^ + a) {h^ + a) (o^ + a) ^ 

ds 


■ == —2n'kabc 


’k 


^ + s)-f/ {a^ + s) + S) {c^ + s) 


4zjtlcab 0 


+ • 


(^' + qY 






+ ■ 


<y2 


[a^ + of ‘ (&2+a)2 ^ {c^ + aY 

. wabrend 

oo 

dWi 


(13 a) 


dx^ 


- 27 z 1 cabc 


’h 


i{a^ + a)(J)^ + o){c:^ o') 


ds 


+ s) + s) {b^ + s) (c^ + s) 



I 
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wiM. Die Ausdriicke (13) nnd (13 a) zeigen, daB zwar 

dx^ ™ ganzen AuBenraum, -j~ im ganzen Innenraum 

endlich iind kontimiierlich sind, daB aber an der BUip- 

soidoberflacbe, wo 0 = 0 ist, 4^ und ^ im all- 

ox^ 8x^ 

gememen TerscMedene Werte annehmen, daB sick also 
die zweiten Ableitungen unserer Ansdriicke beim Duxck- 
gang durch die EUipsoidoberflache diskontinnierlich andern. 

Bilden wir ebenso die Ausdrucke fiir 
dWi ^ 

<9^^ ’ ernalten wir durcli Addition: 

AVa~ — 27zlcal)c 




)/(«“= + s) (&3 + s) ( 0 ^+ s) {a" + S ^ S + 


1 




OG^ 


+ 


4:7ilcal) c 


(a2 ^ -k 


y2 


iJa'^ + 0 ) ( 1)2 4 . a) (c 2 _|_ or) 




+ 


AVi == —27c'kab€i 


(a^ + a)2 (&2 _|_ T- ^^2 ^ 

ds 1 1 


Vii" + ») (i* + s) ((.’ + «){»* + « '’■ 5 * + s 




und der Baktor ron inhaic im zweiten Snmmanden 

von AVa reduziert sick auf ^ jv- 

• M A^ y]®’* + o) (63 + a) (c2 -1^ ■ 

m (14) anftretenden Integrale lassen sick ansfiikren Es 
1 st namlick . 


y(«2 + s) (62 + s) (o2 -{- s) 

00 

^ 2 

y(ffl^-[-s) (& ^+s) (c^+s) 
ds 


+ 1 \ 


ds =- 
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inlcaho inhahe 


daher 

y(aH<7) (&H o) y(aH<T)(&2+a)(o2+^ 

dagegen Anlcalc 

^ "pr ^ Jl til (A/ U {/ 




ahc 


-4: Tile 


g^iigt also der Laplaceschen, Vi der Poissonschen 
Gleichung. 

Somit steUen die Ausdriicke (I) und (II) fik und 
K« das Potential eines komogenen Ellipsoids von der 
Diohtigkeit Tc dar. 

Zusatz 1 Mittels der in diesem Abschnitte be- 
nutzten Methode laBt sich aucb die Eichtigkeit der fol- 
pnden Eesultate zeigen, die das Potential des Ellipsoids 
bei gemsser nicht homogener Massenverteilung betreffen 
Zur Abkinzung werde gesetzt 


(15) 


r(a^TTPT^(e^ + s) = J), 




-T-S, 


nnd es sei wiederum o die positive Wurzel der Glei- 
chung S — 0 . Dann stellen die Ausdriicke 


( 16 ) 


Vi = Ttabc S-F 


Va — 71 ab 0 


f ds 


8-F 


ebenfalls das Potential des Ellipsoids fiir innere, resp. 
aufiere Punkte dar, falls F einen der folgenden Werte hat : 


a) 

b) 

c) 

d) 


ji— I yz 

+ s 62 4- s “b c 2 4- s ’ 

F = I , yxy 

(&® + s) (c2 4 - s) {a^ + s) (c2 + s') (a2 + s) (6^ 4.5) ’ 

p ^ (xxys 

S) (62 + s) (c® + sj ’ 

F = ^(8) , 
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WO (p eine Punktion bezeichnet, die fiir alle Werte des 
Argumentes 8 zwiscben 0 und 1, die Grenzen ein- 
geschlossen, endlich ist; tind zwar ist die Dichtigkeit: 


im Palle a) + 

to Pane b) b— + 

im Palle d) & = (p{S^) + 8^ <p'{8o) , 

wobei 8^ den Ansdruck bezeichnet, in den 8 fiir s = 0 
und x = ^ , y ===•)] , a = C iibergebt, d. h. 


, Y$i] 


= + I 3 

63c3 a'^c^ I 

7, 

h = q,{8,) + 8,^'{8,), 


Zusatz 2. Nocb zwei andere Eesultate seien bier 
kurz erwahnt. 

a) Diricblet bat, allerdings nacb einer wesentliob 
anderen Metbode, als sie bier benutzt ist, die Kompo- 
nenten der Anziebung bereobnet, welcbe ein bomogenes 
Ellipsoid auf innere Oder auJJere Punkte nacb dem Ge- 

setze — — ausiibt. Das Eesultat ist: 


ab 0 

WWi 


l-l* 

^ ^ds 


^8 H 
{a^ + s)D 


und zwar ist fiir innere Punkte 0 , fiir auBere o als 
untere Grenze des Integrals zu nekmen; bezeiclinet, wie 
ublich, das Euler scbe Integral. 

fi) Hach derselben Metbode wie in Kap. 1 kann man 
die Komponenten der Anziebung berecbnen, welcbe eine 
homogene Ellipse auf einen Punkt ibrer Ebene nacb dem 

Gesetze — ausiibt (logaritbmisches Potential). Die Kom- 
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ponenten hal^en, wenn a-, 1 die EUipsenachsen bezeiclineii, 
die Werte: . : , 




~2ut'kfi'm 


hx 

a + Z> ’ 


Y- 


—2n'kf\m 


(^y 


Ferner gilt auch bier der Ivorysclie Satz (vgl. S. 214), 
Tind mittels desselben ergeben sicb wie in Kap. 2 die 
Komponenten der Anziebnng, welche die Ellipse auf 
auBeie Punkte ansubt. 

c) Potential und Anziebnngskomponenten der 
Potations ellipsoide. 

Sckon oben (S. 187) ist bemerkt, daB sicb die in un~ 
seren Pesnltaten auftretenden elliptiscben Integrale fur den 
Fall der Potationsellipsoide auf elementare Transzendenten 
reduzieren. Wir wollen nun die Formeln fur diese be- 
sonderen Falle ableiten. 

a) Um die Formel fiir das verkurzte (abgeplattete) 
Potationsellipsoid zu erbalten, setzen wir 

(17) a = l)>c. 

Dann gebt der Ausdruck (II) , S. 200 in iolgenden Tiber : 


(18) 


Va = 7tlca^G i 


ds 


{a^ + ^) i s 


1 


Was die Gleicbung (II a) fur o betrifft, so siebt man, wenn 
man zuerst die blenner fortsobafft und dann h a setzt, 
daB eine der drei Wurzeln dieser Gleicbung o wird. 

Fur die beiden anderen Wurzeln folgt aus (II a) die qua- 
dratiscbe Gleicbung 

(19) a2 + a(a2 4.c2-a;2-«2-22) + a2c2(l-^^^±l!_f!.y= q 

\ a- c®/ 


und da fur auBere Punkte x, y , z der Paktor von 
negativ ist, so ist eine der Wurzeln von (19) positiv, die 
andere negativ; und zwar kat die positive Wurzel den 
Wert 

cr = (®® + 2/® + — 0^) 

+ y j/ (®^ + y^ + z^ — a^~ + 4 a2 — -+-^ — 
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ziemlich einfacher^AS^S 
oetzen wir ferner 


(a^ +.s) 


■ *^0 > 


(a2 + |/g2 ^ g 


-Jl, 


(a2+«) iic^+sy 


so wird 
(20 a) 


SJq 
S( a^) ’ 


tTo = 2 


d(c2) ’ 


falls man so differentiiert, als ob a yon a and c nn- 
abhangig ware. Zur Brmittelung des Integrals J. fnhre 
iBan die neue Integrationsveranderliche 


6in. Dann wird 


J, = 2f- — ^ 

J a^ — e^ -{-u^ 

yc2 + o- 


•and weiter, da — c® > 0 ist, 


/a^ — o!>l 2 




n ^ i c^ + a 
_ _ aJctg Vf= , 


(20 b) 


Jq = -7 —.- - arctg 


ia^ — 


y®® — C' 


and zwar ist der Bogen z'wiscben 0 nnd l-jr zu nebmen. 
Berechnet man hieraus, mittels (20 a) nnd , so ergibt 
sich fiir das Potential des abgeplatteten Botationsellipsoids 
in bezng anf anBere Pnnkte folgender Wert: 

Wangerin, Theorie des Potentials I. 14 
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( 21 ) 


= n'ka'^c\-= 

\fa 


y^. 

a?3 -)- 


[ija^ — c®)® L 
2«® 


arctgl 


,a _ 
'l/^ 


2 , (f^ 

— arctg' 


y + a, 


c2\ y^— y^^ 4-~^ 


y ^2 ^ ^ 




(l/a®-c®)^ 


arctg 


IS 




\ y cF/ y + (7 




und um das Potential Vi fiir innere Punkte zu erhalten, 
hat man in (21) nur a = 0 zu setzen. Die hieraus durch 
Differentiation nach x, y, z sich ergebenden Ausdrucke 
fur die Anziehungskomponenten werden fur innere Punkte 
sehr einfach, da T^ eine Punktion zweiter Ordnung von 
x,y , z ist. Pur auBere Punkte werden die Anziehungs- 
komponenten nicht so einfach, da a von x, y , » abhangt 
[Gleichung (19)]. 

;8) Anziehung des abgeplatteten Botationsellip- 
soids auf den Pol. 

Wir erhalten diese, indem wir in (21) a = 0 setzen, 
' 8Y 

dann ^r- bilden und darin z = o nehmen. So ergibt sich 

cz ■ 

InTca^c^ . /a® - c®l 

— — arctg ' 


(22) Z 




Setzen wir zur Abkurzung 

Va® — c® 
(23) 


= 1 


und abstrahieren von dem yorzeichen, das ja nur die 
Eichtung der Kraft bestimmt, so haben wir 

(22a) \Z\ = — — arctgl] . 


Wir wollen diese Kraft vergleichen mit derjenigen, welohe 
eine homogene Kugel von gleichem Yolumen und gleicher 
Dichtigheit auf einen Punkt ihrer Oberflache ausiibt. 

Ist B der Badiiis der Kugel,* so ist 

a^c — B^ , 
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daher •wegen (23) 

c = i2(l+72)-i^ a = i2(l 
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und 


(22b) 

Andererseits ist die Kraft K , mit der eiae homogene Kagel 
einen Punkt ilirer OberflSclie anzieht, 


(22 o) 


K = 


4 jcTcR^ 
J 2J3 


-nIcB , 


da die Anziehung der Kugel dieselbe ist, wie die einer 
gleicben, im Mittelpunkt konzeatrierten Masse. Perner 
geht fur ;i = 0 das Eotationsellipsoid in die Kngel iiber. 
Fiir X = Q mu6 also ans (22 b) der Ansdruok (22 o) folgen' 
Das ist in der Tat der Pall, da 

^r[l — arctgl] 


annimmt. 


fiir 1 = 0 den Wert ^ 

Die Pormel (22 b) zeigt, wie sick die Anziehung, welche 
ein homogenes abgeplattetes Eotationsellipsoid anf den Pol 
ansiibt, ^ndert, wenn man bei festgehaltenem Volumen und 
konstanter Dicbtigkeit die Abplattung andert. Letztere ist 

a — c ^ ^ _ 1 

* /l -f 1* ■ 

Es handelt sich also, da fc und B konstant bleiben, urn 
die Anderung Ton | Z | mit wacbsendem A , Eun gibt die 
Differentiation von (22 b) 

djZj 1 9 + 512 

dA 


— ■! arctgl ■ 

{ 


(24) 

dA inlcB 314(l+12)i 

Entwickelt man den Paktor 

1 (9 + 2 12) 


1(9 + 212 
9 + 512 


}■ 


(24 a) 


arctgl 


9 + 6 12 

nach steigenden Potenzen von 1 , was fiir 1 < 1 sioher 
zulassig ist, so wird das erste Glied der Entwickelung 

5 27) ^ 135 


+ 


15 


14 * 
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Daraus folgt, daB die recite Seite von (24) fiir selir Meine 
Werte von I positiv ist, dafi also \Z\ mit -wachsendem ^ 
wachst. Fur Werte von A, die groBer als 1 sind, ist der 
Ansdrnck {24a) negativ, daher nimmt fur diese \Z\ mit 
wacisendem A ab. \Z\ wird ein Maximum, wenn der 
Ausdruck (24 a) verscbwindet. Bs findet das in der Nahe 
von.A = l statt, da fiir A = 1 der Ausdruck (24a) den 
Wert — 0,0003 bat. Der genauere Wert von A, fur den 
(24 a) verschwindet, ist 

A = 0,96454 . 


DaB jZl mit wacbsendem A zunacbst zunimmt, um 
spater ein Maximum zu erreicben, ist ein immerbin be- 
merkenswertes Eesultat. 

j-) Potential der verlangerten Eotationsellip- 
soide. 

Setzen wir in dem Ausdruck (H), S. 200 


(25) 


6 = c , a > c , 


so Tivird derselbe 

(26) V^‘-=nTcac^ - 

^ ’ * J {c^ + s)fa^-ts I + s 


yl±^\ 

c® + s / 


Yon den drei 
die eine == — 
Gleichung ist: 


Wurzeln der Gleicbung (II a) fur a wird bier 
-c^, wabrend die positive Wurzel a jener 

a = ^ («* -i-y^ + — c^) 


(27) 


+ + 2/® + «" - + 4 


y^ + z^ 


Das erste in (26) auftretende Integral 


(28) 


H 


ds 


(c* + s)ia^ + 8 


4 


geht durcb die Substitution 


f/a® + s — u 
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in 


Jo' = 2 


du 




• - c2) 




fa^ 


z=zidu 

oV 

y aa + (y 


-l/a^ 


u 




uber, und die Ausfiilining der Integration gibt 

/yi®^ -f- o -f* y®^ — ^ 


ya^ 


y^ 




.y^® + a — y^^ — 
Ya^ + a + y^^ — 
i c^ + a 


Die ubrigen in (26) anftretenden Integrals erbait man, 
indem man 2 Jq nacb a® , resp. J g nacb so differentiiert, 
ala ware a von nnd c® unabbangig. Fulirt man diese 
Differentiation aus, so ergibt sicb: 


(29) 


Va 


Ttlc a 
2a?2 


(•)/a2 — c^y [■ 


]/^ 

log 


:10g 


0' 


i C^+G 

+ a 


y + 


+ 


2/2 + ^2 


(t/a^ c^y L 



fcfi + a ia^ - \ 

1c^ + o ) 

c2 + a J| 


Aucli aus diesem, fur auBere Punkte geltenden Ausdxuck 
erhalt man das Potential fiir innere Punkte, T^, indem 
man a == 0 setzt. 

Zusatz. Pur die Anziehung, die das verlangerte El- 
lipsoid auf den Pol [m = a) ausiibt, ergibt sick aus (29) 
(darin a = 0 gesetzt) 

1 n /l + e\ 1 

\X\==lc4:n ri^rlog , 

' ' a 6H2 ^\l-- 6/ j ’ 

wo 
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die Exzentrizitat 'bezeiclinet. 1st wiederum B der Eadius 
einer Kugel von gleichem Volumen mit dem Eotations- 
eUipsoid, so wird 


1^1 = > 


ein Ausdruck, der fiir e = 0 in 

|X| = -^tiTcB 


iibergelit, im ubrigen mit •waohsendem ebestandigabnimmt. 


Kapitel 4. 

TerscMedene Folgerungen. 

a) Folgerungen ans dem erweiterten Ivoryscben. 
Satz. 

Der Ivoryscbe Satz gilt, wie znerst'Poisson bemerkt 
bat, nicbt nur fur das Newtonscbe Anziebungsgesetz, 
sondern aucb wenn die Anziebung einer beliebigen Punk- 
tion /'(e) der Entfernung proportional erfolgt, vorausgesetzt 
nur, da6 die zwischen zwei Massenpunkten wirkende Kraft 
die Eicbtung ibrer Verbindungslinie bat. — Pur ein solcbes 
Anziebungsgesetz wird die X-Komponente der Anziebung 
des bomogenen Elbpsoids 

■wobei die Integration uber das Volumen des Elbpsoids 
zu erstrecken ist. Setzt man 

lf{Q)dQ = -F{Q), 

SO wixd 

X^-h fjj-^^d^ dydC^-Tcjj [F ie,) - F, (ei)] dr, dC , 

wo ei iin-d 02 bieselbe Bedeutung baben wie S. 193, und 
wo die Integration fiber den Hauptscbnitt r]C des EUip- 
soids zu erstrecken ist. 

Wendet man auf das letzte Doppebntegral dieselbe 
Umformung an, die S. 194 fur das Integral (7 a) benutzt 
war, so erkennt man, daB aucb fur das Anziebungsgesetz 
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fie) der iTorysche Sate gilt. Der Sate bleibt aucb gfiltig 
wenn die konfokalen Ellipsoide in konzenteische Kngefn 

ubergeben; korrespondierendePunkte ^ 

sind dann solcbe, die auf demselben 
Eadius liegen. Vergieicben wir daber 
die Anziebnng, welcbe eine Kugel 
Tom Eadius auf einen aufieren 
Punkt A ausiibt, mit der Au 7 .ifth nng 
die eine dnrcb A gelegte konzentri- 
scbe Kugel (ibr Eadius sei rj auf 
denjenigen Punkt 4^ ausubt, in dem 
der nacb A- gezogene Eadius die 
Kugel scbneidet, nennen Xi(4), 

Yi(A), Ki(4) die Komponenten der ersten, X^iAf), r„(4,) 
^ (Ai) ^e der zweiten Kraft und setzen voraus, dafi beide 
Kugeln boraogen mit Masse von gleicber Dicbtigkeit gefiillt 
Sind, so wird nacb dem Ivoryscben Satee 



Fig. 82. 


m .^1^}. - fl 'll 4,(4) r? 

Daraus folgt, daB die anziebenden Krafte gleicbe Eicbtung 
iiaben und sicli ebenfalls wie rf : r\ verbalten; d. h. 


(la) 

und das gilt fur jedes beliebige Anziebungsgesetz. Kun 
setzt sicb die Kraft Kg (A^), mit der der Punkt Aj von 
der Kugel angezogen wird, aus zwei Kraften zusammen, 
namlicb aus der Kraft Ki(4i) , mit der die Kugel r, auf 4, 
wirkt, und der Anziebung K{^iAf) , 'welcbe die von den 
Kugeln fj und begrenzte Scbale auf 4, ausubt: es wird 
somit: ^ 

(lb) -a^i(^) = ^[^i(^) + K(2(4J]. 


^ Fragen wir nun naoli demjenigen Anziebungsgesetz, 
bei dem eine bomogene Kugelscbale auf einen Punkt des 

gar keine Wirkung ausubt, so ist 
-^i 2 (Ai)- 0 , und (lb) gibt 
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Andern wir fg , wahrend konstant bleibt, so bleibt auoli 
konstant. Somit folgt: 

(2a) EM) = ^ , 

wo G eine Konstante bezeiclinet, d. h. die Anziehung, die 
eine YoUkugel auf einen auBeren Punkt ausubt, ist um- 
gekehrt proportional dem Quadrate des Abstarids des an- 
gezogenen Punktes Tom Mittelpunkt. Gilt das aber fiir 
jede Kugel, so bleibt es auch ricjhtig, wenn der Eadius, 
Immer kleiner werdend, sich schlieBlich auf Null redu- 
ziert. Dann aber steUt (2a) das Newtonsche Gesetz 
dar. Dieses ist also das einzige, bei dem eine homogene 
Kugelschale auf einen Punkt des inneren hohlen Eaumes 
keine Wirkung ausubt. 

Dieser Beweis des friiher (s. S. 123 — 126) sohon auf 
anderem Wege abgeleiteten Eesultates zeichnet sich zwar 
durch seine Einfachheit aus; indessen enthalt er implizite 
die Annahme, daB die Anziehung, welche eine homogene 
Kugel auf einen Punkt ihrer Oberflache ausubt, endhch 
ist. Der Beweis gilt daher nur unter der Voraussetzung, 
daB f{Q) nicht der dritten oder einer hoheren Potenz you 
g umgekehrt proportional ist (vgl. 8. 116 — 118), wahrend 
die Anziehung der Kugelschale auf einen Punkt des 
inneren Hohlraums auch dann endlich ist, fails nur 
nicht der angezogene Punkt auf der inneren Grenzflache 
der Schale Uegt. 

b) Der Mac Laurinsche Satz. 

Der Mac Laurinsche Satz bezieht sich auf die An- 
ziehungen, welehe zwei konfokale Ellipsoide auf einen und 
denselben auBeren Punkt ausuben. Sind a, h , c die Achsen 
des ersten Ellipsoids , x, y , z die Koordinaten des an- 
gezogenen jPunktes, so wird das Potential Va durch den 
Ausdrilck (II), S. 200, dargestellt, und die untere Grenze a 
ist die positive Wurzel der Gleichung (Ila). Das kon- 
fokale Ellipsoid babe die Achsen a', h', o', da.nTi igt 

a' = /a* + u , y = + u , o' = y c® + u , 

und das Potential dieses Ellipsoids fiir den Punkt x, y , » 
ist, falls es mit Masse von der Dichtigkeit ¥ gefullt ist: 


(3) I 
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oo 

F' = 7tfcVZ»V^ 
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, yK+ U + s') y,^s') {c2+ M + 8^ 


’ {^ a® 


y2 


*2 + ^ 4 - s' b^ + u + s' c® + M + 
und o' ist die positive Wuxzel der Gleicliuiig: 


s'}’ 


(3a) 




y 


+ M 4- a' b^ u + o' 0^ u + a' ^ ~ ^ • 

(3 a) ist fur « 4- a' als TJnbekaunte genau dieselbe Glei- 
cbung wie (Ila), und da wir "wissen, daB diese Gleicbung 
uur eine positive Wuxzel hat, so folgt: 

(3 b) ^ 4- ^ _ 

Fuhren wir nun in (3 a) eine neue Integrationsvariable 
ein, mdem wir 

u->r s' = s 

setzen, so wird nach (3 b) die untere Grenze, die in (3) 
s = a' war, nach der Transformation s = o, und der 
Ausdruck (3) geht in folgenden iiber: 


(4) 


Fi = jr e' I 


ds 


A 


i{a^ + s) (62 + s) (c® + 8) 




-f- 8 ^ ^ 


]■ 


Die Vergleichung von (H) und (4) ergibt (mit Weglassung 

des TndiKAH /r.i ® 


F 

F' 


naboJc 


M 


des Indizes a), 

(5) 

F' Tia'b'o'h' M' ’ 

falls M und M' die Massen beider EUipsoide sind. Aus (6) 
folgt weiter, da F und V' sich auf denselben Punkt x, v, 0 
beziehen: 

dV M dV' dV M dV' 
de 


sr _ M SV' 


dy M' dy ’ 


M' dz ’ 
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d. h. Venn X, 7, Z, resp. X', T', Z' die Anziehimgs- 
komponenten beider Ellipsoide bezeicbnen: 

^ ’ X' ~Y' Z' “ M’ • 

Aus (6) erkeunt man sofort, daJ3, wenn die Krafte, mit 
denen die beiden Ellipsoide anf den Punkt x, y, z Tdrken, 
mit K nnd K' bezeicbnet 'werden, aucb ’ 

K : E' = M : M' 

ist, und dail die Eichtungskosinus von K und E' uberein- 
stimmen. Wir haben also folgendes Eesultat: 

Mac Laurinscher. Satz: Die Anziehungen, 
welcbe zwei bomogene konfokale Ellipsoide auf eiu 
und denselben auJleren Punkt ausuben, baben gleicbe 
Eicbtung und verbalten sicb me die Massen der 
Elbpsoide. 

Polgening, 1st M = M', so ist E = E', d. b.: 

Z'w&i konfokale bomogene Elbpsoide von gleicber 
Masse iiben auf ein und denselben auBeren Punkt 
Anziebungen von gleicber GroBe und Eicbtung aus. 

Man kann daber die Anziebung eines EUipsoids durcb 
die eines konfokalen Elbpsoids ersetzen. 

Es mag ubrigens bemerkt werden, daB Mac Laurin, 
dessen Eamen der eben bewiesene Satz tragt, den Satz 
nur fiir Eotationselbpsoide und aucb fur diese nur bei 
gewissen Lagen des angezogenen Punktes bewiesen hat. 
c) Eolgerungen aus dem Mac Laurinscben Satz. 
a) Die Anziebung einer ebenen Ellipse bei ge- 
wisser Massenverteilung, 

T on zwei kon fokalen Blbpsoiden mit den Acbsen a, b, c, 

resp. fa^ y, , fb^ + u , u bege das letztere im 

Innern des ersteren. Bs sei also % negativ. Der auBerste 
Wert, den u annehmen darf, ist, faUs a>b>e, u = —c^, 
Eur diesen GrenzfaU gebt das Ellipsoid in eine in der 
a;«/-Ebene gelegene Ellipse mit den Acbsen , 

i^'\ ~ 'iil'er. Da nun zwei konfokale BUipsoide bei 
gleicber Masse gleicbe Anziebungen ausuben, so kann man 
aus der Anziebung des Elbpsoids die der ebenen Elbpse 


[ 

f 


r 






I. 

I 




I 
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ableiten. Um die Dichtigkeit der Ellipse im Grenzfall zu 
erbalten, setzen wir zunachst « = — cS-fsa, e* eine 

kleine positive GroBebezeichnet. Das zudemElHpsoid a, b, c 
konfokale bat dann die Gleicbtmg 

(7) — — 1 't 4 . _ 1 

a2_c2 4-e2 ^ ba-cs-f-gs - 

In dem Scbnitt dieses Ellipsoids mit der a 3 j/-Ebene be- 
tracbten vrir das Elacbeneleinent d^dfj und konstriiieren 
Tiber demselben einen geraden Zylinder; dieser sehneidet 
ans dem Ellipsoid das Volumen 


dHr}2C 


beraus, wo C dnrcb (7) bestimmt ist, und die in dem 
Zylinder entbaltene Masse ist, falls Tc' ibre Dicbtigkeit, 


(8) 


didrj2CTc' = did7]2sTc' j 












Soben nun das Ellipsoid (7) und das ElUpsoid a, b, c, 
dessen Dicbtigkeit Tc sei, gleicbe 'Masse baben, so muB 

(9) 'k'ef^^~c'^-YE^fb^~c^ + e^ = -kalo 


sein , und bieraus folgt , daB mit abnebmenden e die 
Dicbtigkeit Tc' des Ellipsoids (7) wacbsen muB, derart, daB 

(9 a) bm {¥e)= . 

E-0 y^2 — f,2 yj)2 — '^2 

In dem Grenzfall « = 0 , wo das Ellipsoid (7) in die ebene 
Ellipse ubergelit, ist daber nach ( 8 ) anf dem Flacben- 
element didrj die Masse 


d^drj 


2‘ka'bG 


■ 


yp 




ansgebreitet, d. b. die Dicbtigkeit h der Masse, die anf der 

Elbpse mit den Acbsen /P — , ]/P"™p verteilt ist, ist 

im Punkte f 


(10) 


% = 


21c a l) c 



^2 
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und zngleicli ist die Gesamtmasse der Ellipse nacli (9) 
Bei der durch (10) dargestellten Massen- 
Yerteilung iibt nnsere Ellipse anf einen auBeren Punkt 
dieselbe Anziehung aus Yie das Ellipsoid mit den Achsen 
a, c uhd der Dichtigkeit Ic, vorausgesetzt, daB der 
angezogene Punkt auch auBerhalb des Ellipsoids liegt. 

Umgekehrt ist somit das Potential einer in der 
a? 2 r-Ebene liegenden Ellipse mit den Achsen und 

der Dichtigkeit 

,11, 


gleich de m Pote nti al eines homogenen Ellipsoids mit den 
Aclisen yaf + c®, ysf + o und der Dichtigkeit 


(11a) 


2 o'^al + y&J + 


fur denselben Punkt. c ist dabei beiiebig und nur der 
Beschrankung unterworfen , daB der angezogene Punkt 
auBerhalb des Ellipsoids liegt. Insbesondere kann man o 
so wahlen, daB die Oberflache des Ellipsoids durch den 
angezogenen Punkt geht. 

Als analytischer Ausdruck fitr das Potential der Ellipse 
ergibt sich aus dem Gesagten, wie auch durch direkten 
Grenzubergang aus dem Ausdruck (II), S. 200: 


(12) r 


— -2 ^ 


ds 


]/(^f+ 5) (&i + s) s I dl+s 




und (jj ist die positive Wurzel der Gleichung 


(12 a) 


0?^ 


“j- O-y 


+ 


+ Oi ffj 


1 . 


Geht die Ellipse in den Kreis hber, ist also % = &!, so 
lassen sich die Integrationen ehenso ausfiihren, wie im 
Pall der ahgeplatteten EotationseUips'oide. 

Anmerkung. Darans, daB die Masse der Ellipse mit 
den Achsen \ und der dnrch (11) dargestellten Dichtig- 
keit % dieselbe ist, wie die des Ellipsoids mit den Achsen 
?W+cs iW + , 0 und der Dichtigkeit fc , ergibt sich, 



Kap. 4. Yerschiedene Folgerungen. 221 


da die letztere Masse nacli (11a) ^ ist, daB das 

■fiber die Ellipse erstreckte Integral . 


den Wert 



f 7t 


bat. Man kann dies Eesultat ancb leicbt direkt ableiten, 
wenn man in dem Integral nene Variable einffibrt dnrcb 
die Substitution: 


I == til ^ COS 9 ? , rj == 6 ^^ 8 in 99 . 


Dadurch gebt jenes Integral in das folgende fiber: 


27Z 1 

a^ix /l “ Q dQ , 

0 0 

und bier laBt sicb die Integration sofort ausfiibren, wo- 
durcb sicb das vorber erwahnte Eesultat ergibt. 

/3) Ersetzung des anziebenden Ellipsoids durcb 
eine Massenbelegung der Oberflache. 

Wir betracbten zwei konfokale Ellipsoide mit den 
Aobsen a,!), resp. a% V ^ c' (das letztere sei das innere) 
und bezeicbnen ibre Potentiale in bezug auf fiuBere Punkte 
mit 7, resp. Y' . Perner fiigen wir zu Y und F' jedes- 
mal die Dicbtigkeit als Index binzu. Haben zunacbst 
beide Ellipsoide die Dicbtigkeit fc', so ist: 

Yr^-Yy ^ alc^a'V c' , 
also 

Yr - F^ ^ ahG-a'Vc' 

Yjc^ ahe 

Eerner 1st, wenn demselben Ellipsoid a, & , e einmal die 
Dicbtigkeit fc, sodann die Dicbtigkeit Ic' erteilt wird: 


mitbin: 

(13) 


Tr — Vr rjalc- a'Vo') 
Y]e ha'bc 
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y. YL ist das Potential der von den beiden konf^alen 

Ellipsoiden begrenzten Scbale fur die Dichtigkeit Tt . Wahlt 
man nun h' so, daB 

(13a) h'ialj c — a'b' c') — hah e 

ist so wird 1. die Masse der Scbale gleicb der des T<dlen 
Eliinsoids a, 6, c; 2. -wird aucb das Potential der Scbale 
gleicb dem des Tollen Ellipsoids. Wir baben a|so den 

Satz. Die Anziebung eines bomogenen Elbpsoids 

auf einen aufieren Punkt kann ersetzt werden durcb 
die einer von zwei konfokalen Ellipsoiden begrenzten 
bomogenen Scbale, falls die Masse der letzteren gleicb 
der des ursprungbcben Ellipsoids ist. 

Anmerkung. Bei der Ableitung des Satzes ist voraus- 
gesetzt, daB das voUe Ellipsoid und die Scbale dieselbe 
auBere Grenzflacli© haben. DaB der Satz aber aucb obne 
diese Yoraussetzung gilt, erkerint mau daraus, daB naob 
dem Mac Laurinscben Satze das voile Ellipsoid durcb 
ein kQufokales mit gleicber Masse ersetzt werden kann. 

Wir behalten die Yoraussetzung, daB das voile Ellipsoid 
und die Scbale dieselbe auBere Grenzflacbe baben, bei 
und lassen die Dicke der Scbale unendbcb klein werden, 
"vrobei aber die begrenzenden Elbpsoide konfokal bleibeu. 
[m GrenzfaHe konnen wir dann die Masse der Scbale aii- 
seben als eine auf der Oberflacbe des Grenzellipsoids aus- 
“■ebreitete Masse und baben damit den weiteren Satz, der 
einen speziellen Pall eines spater zu beweisenden all- 

gemeinen Satzes bildet : ■ t • j 

Satz. ■ Die Wirkung eines bomogenen Elbpsoids 
auf einen auBeren Punkt kann man dadurcb er- 
setzen, daB man die Masse des Ellipsoids auf eine 
bestimmte Weise liber die Oberflacbe verteilt. 

Es ist nocb zu untersucben, welcbes in diesem Grenz- 
die Dicbtigkeitsverteilung auf der EUipsoidoberflaclie 
Zu dem Zwecke erricbten wir in einem Punkte B 
auBeren Elbpsoids {a, h, c) die Normals, die d^ 
innere EUipsoid c') in Bi treffe. Tst B^B = d, 

und Sind I, C die Koordinaten von B, li, Ci die 
von , so ist 

fi = |-<5cos(N, f), j?i = j7-(5cos(JV, »?), 

A = f — (5 cos{N, C) , 


fall 

ist. 

des 
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•WO {S, f) , (JV, jy) , (iV, C) clie Winkel sind, welche die aufiere 
Formale des Ellipsoids in B mit den positiren Achsen- 
riolitnngeri bMet. Der Punkt J5i liegt 
n-an auf dem Ellipsoid mit den Achsen 
a', h', o', und da dieses dem anfieren Ellip- 
soid konfokal ist, so ist, wenn 

a' = ya^ — e 
gesetzt wird, a'aok 
h'=.p^-e , 

Es ist also 

f rg-^cos(A, 

— s 


o' — l/c^ — £ • 



Fig. S3. 


(14) 


+ 


[r] ~ d oos(A', 17)]® 


2 _ ^ ' 62 

[C — 6 cos(A', C)] 


1 J:;: V - 7 ^ I _ 

^ . o^—-s 

Entwickelt man nack Potenzen der kleinen GroBen 4 , s , 
so erkalt man 


(14a) 


f 11 


])2 ^ ^2 


-2d 


I cos(A, f) , rjCOaiN, rj) Ccos(jy, C) 


+ B 


(11 + ^ 
W 


^ 62 


die dnrck die Punkte angedenteten Glieder sind von der 
zweiten Oder kokerer Ordnung in kezug auf (3 j 6 . Da 
der Punkt B auf dem EUipsoid (a, 6, 0 ) liegt, so ist 


|2 .2 ^2 _ 


Eerner ist_ ^ ^ 
cos(Jf, I) = , 

wo 
(14b) 


cos(JV, rj) 


1-7] 

'W’ 


cos(jy, 0==^ > 


I 






^4 ' 7i4 ' /»4 

ist. Somit gekt die Gleiokung (14a) in folgende Tiber; 

0 


-2d-l-^ + £--^ + 
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Oder 

(140) + - 

tfbrigens ist I die Lange des Lotes, das vom Mittelpunkte 
des Eldpsoids anf die Tangentialebene im Punkte f « C 
gefallt ist. Bs folgt das sofort ans der Gleichnng der 
Tangentialebene. 

Konstmiert man nun bei B das Oberflaohenelement 
do und errichtet in alien Punkten des Umfanges desselben 
Lote bis zum konfokalen EUipsoid, so erhalt man einen 
Cylinder, dessen Masse 

h' ddo = 'k'{^-\ ^do 

ist. ^ Put den Grenzfall, in dem s und damit d verscbwindet 
wild diese Masse ’ 

lim{Tc's)~do , 

s — Q Ci V 

d. h, die Elachendichtigbeit y. von do hat den Wert 

^ = 7^Iim(&'fi) . 


Andererseits ist nach (13 a) 



wo die dureh Punkte angedeuteten Glieder von der Ord- 
nung e und hoherer Ordnung sind. Mithin ist 

lim(k'£) = 

s = 0 ^ J- I 1 1 


(15a) 




r 
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tind 

(15b) « = 
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i+X+T'' riTTx/lr+S+S 


' c2 


a2 + p + g. 




enW wie to Tolfe EffiSHirt to dLSSS ?“* 
folgt, to isoiberaiaUmpsoidoboriiaelieetstreoktoliitopS 

ll>i do 

^ v of ®esultat, das sicb leicht direkt 

nachTvrei^n lafit, wenn man do dnrch seine ProieSion aS 
^e f^-Bbene ansdxuckt nnd an SteUe Yon§,i nene 
nable einfuhrt durcb die Substitution ^ ^ 

i = aQC0S(p, rj ~ b Q sing} 

Tk- ^ ^ Potential der mit Masse von der 

PotpuHard ^ J’elegten ElUpsoidoberflache, 7 das 
Potential des vollen homogenen EUipsoids mit der DichtJ ' 

(16) ?7.= 7. 

^ ®’ .^60 gegeben ist. Um Ui zu er- 

mitteln, betracbten wir die von den konfokalen Ellipsoiden 
mit den Acbsen a, b, o und — s , fo^'- e 

begrenzte bomogene Schale. 1st ihre Dichtigkeit F so 

nacbffi s“2TO: 

oo 

(17) W^7zrabcj'^.8-nh']/(^e){b^-e){^Zr^)f:^.S' 

0 J ' 


Wangerin, Theorie des Potentials I. 


0 

15 




fl 


II 

Pl 

hi 


I . -'=rv- -- 
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wobei zur Abkiirzting 


(Ha) 


]/(a 2 + s) (&2 + s) {o^ + s) = D , 

/TjS 7/2 2;2 ^ ' 




V + S C2 + , 


gesetzt ist, wabrend D', S' aus D, S' dadurch entstebeii, 
4aB e ^ 1)^ — s, , s' an Stelle yon ^ 

gesetzt werdeii. Fuhren wir im zweiten Integral von (l'^^ 
statt s' die neue Integrationsveranderlicbe .i 


S — € 


ein, so wird 


^ d/S ^ f 


8 + 


"ds 

'D 


8 . 


Um das letzte Integral nacli Potenzen von s zn ent^- 
wickeln, fuliren wir fnr das nnbestimmte Integral die 
'zeichnnng ein 

''ds 


Lb, 


■S = (p{s) , 


= 9 ? (0) — cp{~ e) = <p{Q)—{<p (0) — s 9 ?'{ 0 ) -H • 

= £93^ ( 0 ) + • • • = e f-=rj 

= /’1 _ ^ 4_ 

alc\ ¥ ¥) ■■■ ’ 

dalier 

00 00 ' , 



0 0 
Perner ist 


( 18 a) l/(a® -6){&^ - e) (c^ -e) = a6c|l - !« (1 + A + 4. ' 


Kap. 4. Yerschiedene Polgerungen. ■, 227 

Burch Binseteen von (18) uud (18a) geht (17) tiber iuf 


(19) 


2 ^ 6 ^ + 0^ Id - ^ 


abc 


1 






62 c2 ' f + 


wOj wie vorher, Glieder yon der Ordn-nncr ^2 naTn- 
durch Punkte angedeutet sind. 

Geheu wir nun zur Grenze 6 = 0 uber, so eeht TY in 
d|,s gesuchte 77, liber; zugleich ist liin(fc4) durch ft5a^ 
gegeben. Wir erhalten daher '== 0 ^ ’ 


77,= 


^Ttlcahc 

(20) { i?+i2+> 

1 f 1 _ f! _ ^ _ f; 

ahc\ 62 c' 

Oder, wenn wir beachten, daU 


1 / 1,1 1 

1 ] 2 U 


'‘ds 


Ttlcahc 8 


Potential V, des vollen Ellipsoids mit 
dcr Dichtigkeit Zu fur innere Punkte darstellt: i 


(20a) 


2 Tri; 




• + F + 


1 _ ^ ^ ^ 


6^ (js 


:)• 


angezogene Punkt von innen an die OberfLache 
des Ellipsoids, so wird 

^ ’ 

und da fur Punkte der Oberflache F, = F^ ist, so wird 
lim(Z7/- P,) = 0 . 

15 * 
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Bagegen wird 

dUi_dr, dU, dVa 

dx Jlj- Jl-l A ’ ’ 

^2 

^y. c>F 

.xind da fiir Punkte der Oberflaclie ist, so wird 

fiir diese 


(21) 


lim 


-4 ■ 


(dUa 

eui\ 

-inTc^ 

\ dx 

1 

., 1,1 


a 


Jx^ . 

y2 ^2 

X 




A_)_A4.A 

|/ ^ i- i- ■ 


Paktor reckts ist, da co, y, z ein Punkt der 
rflache ist, = cos{F, x) . Der zweite Faktor 
„ ^diok (15 b) die Diohtigkeit x der Flachenbelegmig 
;te a; , , « , d. b. es ist 


lim 


'SUa 


\ dx 

dx ) 


= — 43 ixcos (^, x) . 


ist direkt gezeigt, daB U die charakteristisoben 
haften des Placbenpotentials besitzt. ^ 

\nziehung einer unendlicb dunnen Scbale, 
abnlicben Ellipsoiden begrenzt wird. 

^ogen siob die letzten Dntersucbungen auf eiae 
von z-wei unendlicb naben konfokalen Ellipsoiden begrenzte 
Scbale, so -woUen wir nun eine analoge Fntersucbung fiir 
eine Scbale anstellen, die von zwei abnlicben und abnliok 
liegenden konzentriscben Ellipsoiden begrenzt vfird. 

Zu dem Z'wecke formen wir zunacbst den Ausdruck 
fiir das Potential eines voUen Ellipsoids um, indem wir 
in (II), S., 200 die neue Integrationsvariable 
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einfuliren. Setzen wir noch 
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femer 


so wird 


( 22 ) 


Fa = jr fc i 




dt 




^2^2 y2^2 I 


|a2- 


1 ^ 


1 1 +yH 

TO T die poeitiTe Wurzel der Gleichung 


(22 a) 




1 + 7 1+fi^r 1 + y^r 


==0 


ist. Vi laut sieli ebenso umformen; das Eesultat unter- 
scheidet sich Ton der recbten Seite von (22) nnr dadurch, 
daB die untere Grenze des Integrals = 0 ist. 

Pur ein konzentrisehes, ahuliches und ahnlicb Uegen- 
des Ellipsoid mit den Achsen a', V, e' und der gleicben 
Dicbtigkeit Jc sei das Potential F' , so Tird, da p und y 
fiir beide Ellipsoide dieselben Werte kaben, 


(23) 


c h I 


dt 


f{r+t){l + liH){l+yH) 


^2 y2 ^2 iy2 


l + ^H 1 + y^t 
TO x' die positive Wurzel der Gleicbung 

(23 a) a'^ 


2«)i 

}' 


X- 


1 ^ 


1 + t' 1 -f- 


0 


ist. Alls (22) und (23) ergibt sich durch Subtraktion 
das Potential der von den ahnlichen Ellipsoiden begrenzten 
homogenen Schale. 
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Dagegen wird 

dx 


4^1 




i + i + - 

^ 


g?7a .... 
dx ’ 


.und da fiir Piinkte der Oberfiaelie = so wird 

fiir diese 


(21) 


(dUa SUi\ 


-4 TT - 


a- 


JL + l + l 

a* ^ 


+ 


= — 4:71' 


t /®2 2/2 

1 + 1 + -L 

tfS ^ 62 c2 


X 


c*‘ 


ti 


+F+ 


Der letzte Faktor rechts ist, da x,y,z ein Punkt der 
Ellipsoidoberfiaclie ist, = cos{-??', a?) . Ber zweite Faktor 
rechts ist nach (15 b) die Dichtigkeit « der Flachenbelegung 
im Punkte a; , j , d. h. es ist 


(21a) 


lim 


(dUa 


\ dx 

dx / 


— 4jixcos(-?r, x) . 


Damit ist direkt gezeigt, daB TJ die charakteristischen. 
Bigensohaften des Fiachenpotentiate besitzt. 

d) Anziehung einer unendlich diinnen Sohale, 
die von ahnlicben Ellipsoiden begrenzt wird. 

Bezogen sich die letzten Untersuohungen auf eine 
von zwei nnendlioh nahen konfokalen Ellipsoiden begrenzte 
Schale, so woUen wir nun eine analoge Untersuchung fur 
eine Sohale anstellen, die von zwei ahnlichen und ahnlich 
Uegenden konzentrischen EUipsoiden begrenzt wird. 

Zu dem Zwecke formen wir zunachst den Ausdruck 
fur das Potential eines voUen Ellipsoids urn, indem wir 
in (II), S., 200 die neue Integrationsvariable 


Kap. 4. Yerschiedene Folgerungen. 
einfuhren. Setzen wir noch 


femer 


so wixd 


. /?2 9 


v^^ir - f „ 

(22) •! J y (1 + 0 (1 + <) (1 + t) \ 1 + * 

_ \ 

l+^H~T+~yH}’ 

■wo X die positive Wurzel der Gleichung 

(22a) Pt 

1 + T 1 “i~ 1 -f- J'^T 

ist. Vi laBt sicli ebenso ■amformen ; das Eesultat unter- 
scheidet sicb von der rechten Seite von (22) rnir daduxch, 
daB die untere Grenze des Integrals = 0 ist. ’ 

Fiir ein konzentrisches, ahnliches nnd ahnlich liegeu- 
des Ellipsoid mit den Achsen a', h', </ und der gleicben 
Dicbtigkeit fc sei das Potential F', so wird, da /? nnd y 
fiir beide Ellipsoide dieselben Werte haben, 


F'=ITfc 


,/ y (1 + t) (1 -f t) (1 + t) 


H)\ 


{ 1+^H 1+yH, 

■wo x' die positive Wurzel der Gleicbung 


ist. Aus (22) und (23) ergibt sicb durcb Subtraktion 
das Potential der von den Srbnlicben Ellipsoiden begrenzteu 
iiomogenen Schale. 
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Zerlegen -wir noch das in (23) auftretende Integral 
in die Differenz zweier anderer 

CO CO t' 

fdto^fdto-Jato; 

r' z , IT 

SO wild das Potential der Scliale: 


(24) 


wo 




dt 


— 7t Ic 


dt 




= {a^-a'^) 

Fx, 


X“ 




7J1 - — i r 

l + t t+ft 

ist. Das Potential der Schale Mr einen innerenPunkt er- 
lialten wir, indem wir in (24) an SteUe von t und t;' Null 
setzen, also 

OO ■ ' . - 


( 24 a) 7 i- 7 ( = Jifc 


J y{l + t){l+J^t)il + yH) 


a., h. Vi —V'i ist konstant, seine Ableitungen nach x, y, ^ 
versch-winden , womit ein neuer Beweis des Satzes S, 182 
erbracht ist. 

Von der endlicben Schale geben wir zn einer nnendlicb 
diinnen Schale uber, indem wir 

a' ~ a{l — e) 

setzen und 6 zu 0 konyergieren lassen. Damit auch die 
unendlich dxinne Schale eine endliche Masse hat, miissen 
wir, mit abnehmendem £ , wachsen lassen, so daB 
auch fur s~ 0 endlioh bleibt. Es sei : . 

lim(ks)^lcQ. 

e =^0 


( 25 ) 
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Ferner ergibt die Subtraktion der Gleicbiingeii (22 a) 
und (23 a) : 

^2 „ (^'2 „ ^ 2^2 £ — 

I 

^^(1+ (1+ t') (1+ /S^T) (1+ iS^rO (1 + y^r) (1 + fr 


J 

') 


Fur unendlich kleine e wird daker auch -r' — -t unendlich 
klein,' und es wird 


(25 a) 


lim 

C =:0 ® 


2a^ 

^2 

■(r+FO"’ ■(T+T^F 


Endlicli ist fur unendlicli kleine Werte von t' — t 

r' ‘ , ’ . 

(25b) \f{t)dt = {%' ~ T)f{t) . 

T 

Mittels der Hilfsgleicbungen (25), (25 a), (25b) ergibt sick 
sofort der Grenzwert von Fa — Fa und Vi — Vi fur e = 0 . 
Wir woUen diese Grenzwerte mit Ua und Ui bezeiohnen. 

Da fur e = 0 die Scbale in die mit Masse belegte Ellipsoid- 
flacbe ftbergebt, so stellen also Ua und Ui das Potential 
jener Flacbe fiir auBere und innere Punkte dar. 

Den Grenzwert von Fi— Fi kann man unmittelbar 
aus (24 a) ablesen. Hinsicbtlicb des Grenzwertes von 
— ist folgendes zu beachten. Der Grenzwert 
des zweiten Summanden der recbten Seite von (24) ist 
nach (25b) 

~ m + r){l + ^^r)il + y^r)T 1 + ^ , + ^ + f 

also wegen (22 a) 

_ -nTcjr'-r) ^ -a'-A= — 2,71 Ice {x' — r) ^ 

/(1+r) (I+jS^t) (14-/'t) iil+r){l+§^r){l+W^) 

Fiir £ = 0 wird zwar Tee endlicb = Icq , dagegen ist 
nach (25 a) proportional £ , verschwindet also mit e , Mith|ii 
ist. der Grenzwert des zweiten SummQ'nden der rechten 
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Seite von (24) gleich Utill, nnd der Grenzubergang zu. 
« = 0 gibt : 

, oo 

.r it 

Ua = 2 7ilCoa^' - 


(26) 


Ui 


5 5T ICq ^ 


f{i+r)(l + ^H){l + rH) 

x> 

dt 

f^+W+WW+Wt) 


•Piihrt man in den Ausdriicken (26) statt t wiederum 

s==-aH 

als Integrationsvariable ein nnd setzt fur nnd ihre 
Werte r ? so folgt 


(26a) 


Ua 


\ 71 lC(. ah 0 I -= 


is 


TIi — 2jtlcQab oj 


.^ + s){b^ + s){c^ + s)’ 
is 


^ + s) {r- + s) (c* -f s) 


wo o, wie fruher, die positive Wurzel der Gleichung (II a), 
S. 200, ist. 

Fur die Anziebungskomponenten folgt daraus 




'2 Tilc^ah e 


y (a^ + 


der 

dcD 


dUj 

dx 


-0, 


dcp 


Oder wenn man fiir den Wert ans Gleichnng (12), 
S. 204, einsetzt: ^ 

CG 


(27 a) 


dU^ 

dx 


— 4 7z Icn ah 0 


o 


y (a^ + cr) (&3 + o) (o2 + o) L_l^_ J 

r/y2 d ^\2 ^ rh2 1, rt\2 ' r^2 


( a ^ + 0r)2 ‘ (&2 ^ ^ (^2 4. 

Wir baben damit das bemerkenswerte Besnltat, dafi die 
Anziebnngskomponenten sich in diesem Falle als alge- 


il 
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braische Funktionen der Koordinnf^n 

Pnnktes darsteUen lassen, nickt transzenSfte pSk" 
tionen smd. Der zweitA „ •'^"uaicuueniie unk- 

Ton (27 a) hat eine einfache geometrisdie^^BSeuton? 
Denken wir uns durch den angezogenen Pnntt T 

«in Lot, L'St ae»“S 

(28) Z' = 1 



(&2 + (7)2 ■<' 

[vgl. Gleichung (14b), S. 223], und zngleich ist 


(28 a) 


V 


X) 


wo {N', x) den Winkel bezeichnet, den die in A erriehtAi-a 

SZS.'*Srd°“'”““ ““ 


(27b) 




~4:n'k^al) c 


y(<.> + «)(i= + cj5f+^'' ■ »> 


Bildot man .bento „nd ^ tritt nur «(jr', y), 

reap. cos(jy', g) an die Stelle von cos(^', ») xind man 
erkennt daB die ahziehende Kraft anf dem dnrch Jl i 
Ellipsoid senkrecht steht, daB dieses 
konfokale Ellipsoid also eine Kiveauflache ist, ein EesulSt 
4^ man ubrigens anch direkt aus (26 a) hatte ablesen 
kdnnen. Die Gr6Be der Anziehung hat den Wert 


K' = 


ijcTcf^abc 


(27c) 

y {a^ + a) (&2 _|_ (7^ ^^2 _j_ 

wo V durch (28) gegeben ist. 


■i'. 
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Eiickt der angezogeue Punkt A an die anziehendle 
Ellipsoidflacliej so wird (7 = 0 , daher 


(29). 

wo 
(29 a) 


Z7i) = 0 , 


lim 



dUi 

\ Sx 

dco j 


-4 Zcos(A‘, (v) 


l/— 


^ ^ c 


die Lange des vom Ellipsoidmittelpnnkte anf die Tangen- 
tialebene in A gefallten Lotes ist, W die anfiere Normale 
des Ellipsoids in A. Die anziehende Kxaft steht hier 
senkrecM zu dem gegebenen Ellipsoid und bat die GroBe 

(29b) K = inTc^l , 

Die Vergleicbung der zweiten Gleicbung (29) mit der 
fur das Elacbenpotential cbarakteristischen an g Ammn oT^ 
Gleicbung 

A I1.T ^ 


lim 


% == ^0 ? 


zeigt femer, daB 
(30) 

■die Dicbtigkeit der auf der Ellipsoidflacbe ausgebreiteten. 
Masse an der SteUe x, y , z ist. 

Man kann ubrigens die Eiobtigkeit der Gleicbung (30) 
aucb leicbt direkt nacbweisen durcb eine abnlicbe Be- 
tracbtung, wie sie S. 222—225 angestellt ist. Betraehtet 
man namlicb zunacbst eine Scbale von endliober Dicke 
und beacbtetj daB bier die die Scbale begrenzenden 
Ellipsoide abnlicb sind, daB also, wenn a, 6, c die 
Acbsen des auBeren EUipsoids sind, die des innerep die 
Werte a' = a{l-e), 6' = &(i_s), c' = e{l-e) baben, 
so tritt an die Stelle der Gleicbung (14), S. 223, bier die 
folgende 




_dcOS(^, f)]2 ^ COS(JV, k)]2 

_ - ; 


a‘^ 
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iind daraus folgt , da der Punlf t ^ ^ f- j: ^ 
lipsoid a, 6 , e liegt: ^ 

^|£cos(Jir, j) 7 ;cos(jy, Ccos(jr, t)) 

• . I . &2 r J 

also, wenn man fur cos(J)r, f) ihxe Werte (s. S. 223 ) setet, 

t5 = eZ + .*.j 

Pmkte f JTeSfSZfh ’^S'>S««*l>ene im 

diehtigkeit ist daher im GrenzfaU ' Plachen- 

p« = lim( 7 c< 5 ) = um(fc£).? = & 7 ' . 

nach ( 25 ). 

_ Zusatz. In analoger Weise, wie aus dem Potential 
®^^PSoids die Ansdrucke (26 a) abgeleitet 
Sind, d. k. die Werte des Potentials der mit Masse Ton 

kSnfS £ “‘P'”*-™'!'". wobai k. ton- 


kann man anch ans den S. 206 erwaknten Ausdrucken 
fur das Potential gewisser nicht homogener EUipsoide ent- 
sprechende .^sdriicke fur das Potential der Bllipsoidfiaclie 
dS AusScS ableiten. Man findet so, dafi 


TJi = 2 71 ah ci 


I Ua 2:kah€j 

a 

Sf PU— 206 ) das Potential 
4 er Ellipsoidflaolie fur innere, resp. aufiere Punkte dar- 

fa?i^ w w Dichtigkeit der Plachenbelegung, 

falls F einen der Werte a), b), c), -S. 206 , annimmt, 

y.==lc-l, 
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WO ftir Ic die S. 207 angegebenen, dem jedesmaligen F 
entsprecbenden Werte zu setzen sind. 

Setzt man aber fiir F den Wert d), S. 206, so stellen 
JJi, Ua nicbt mebr Macbenpotentiale dar, sondern 1. fiir 
den Fall, daB 9^(0) == 0 ist, das Potential eines vollen 
Ellipsoids mit der Diclitigkeit 2<p'{So), also ein Korper- 
potential; 2. fiir den Fall, daJ3 9?(0) von 0 verscliieden 
ist, die Summe ans dem erwabnten Korper- und einem 
Flacbenpotential. 

Ancb diese Besultate kann man samtlicb dnrcb 
Yerifikation mittels der cbarakteristisclien Bigenscbaften 
des Potentials berleiten. 

e) Greometriscbe Ableitnng des Satzes, daB 
eine von zwei abnlicben und ahnlicb liegenden 
konzentriscben Ellipsoiden begrenzte Schale auf 
Punkte des inneren Hoblraums keine Anziehung 
ausiibt. 

Das schon S. 182 abgeleitete Eesultat, das sioh im 
letzten Abscbnitt aufs neue ergeben bat [vgl. Gleicbung (24 a)], 
laBt sicb aucb rein geometriscb ableiten. Die Ableitnng 
stiitzt sicb auf folgenden geometriscben Hilfssatz: 

Scbneidet eine bebebige Sekante das eine von 
zwei konzentriscben, abnbcben und abnlicb liegenden 
Ellipsoiden in den Punkten P und P^ , das andere 
in den Punkten Q und Qi, so ist PQ "=PiQi. 

B e w e i s . Die 
Scbnittpunkte Q , 
der Sekante mit dem 
inneren Ellipsoid ver- 
binde man mit dem 
Mittelpunkte 0 und 
veiiangere OQ , 0 , 
bis sie das auBere El- 
lipsoid in P, Pj scbnei- 
den, so ist (vgL die An- 
merkung zu S. 182) 

0(?:0P = 0Qi:(}Pi, 

daber PP^ parallel QQx- Verbindet man nun den Mittel- 
punkt M von PP^ mit 0, so balbiert OJf aucb QQ^ 
in 0. Andererseits sind PPj, und PP^ parallele Sebneu 
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derjenigen ElHpse, in der das auBere Ellipsoid dnrcli die 
Ebene OBR^ gescbnitten wird, und ihre Mittelpunkte liegen 
daber auf einem Dnrchmesser, d. b. der Dnrcbmesser OM, 
der RB^ balbiert, balbiert ancb PP^ , Oder G ist ancb der 
Mittelpnnkt von PP^. Ans FG^F^G nnd QG==^Q^G 
folgt aber unmittelbar die Bebauptnng. — 

Wir betracbten minmebr eine unendbcb diinne, von 
zwei abnlioben nnd abnlicb liegenden Ellipsoiden begrenzte 
Scbale nnd zieben dnrcb den Pnnkt A des inneren boblen 
Eanmes eine beliebige Linie, die das anBere BUipsoid in 
den Pnnkten P, P^^, das inn ere in scbneidet. Berner 
bescbreiben wir nm A eine Engel 
vom Eadius 1, die von AP in jY 
nnd gescbnitten werden moge, 

Dnrcb das bei N liegende Flacben- 
element Aoy der Engel legen wir 
einen Eegel mit A als Spitze; dieser 
Eegel nnd sein Scbeitelkegel scbnei- 
den ans dem anBeren BUipsoid bei 
P nnd Blacbenelemente berans, Fig. 35 . 

die mit do nnd do^ bezeicbnet wer- 
den mogen. Ans der von den abnlicben Ellipsoiden be- 
grenzten nnendlicb dnnnen Scbale scbneiden der Eegel nnd 
sein Scbeitelkegel Volnmenelemente dv^ dv^ berans, deren 
Grnndflacben do, do^ sind. Die Hobe des Yolnmen- 
elements dv ist die Projektion der Linie FQ anf die 
dnrcb P senkrecbt zn do gezogene Linie. Mitbin ist: 

dv = do -P^ • cos(AP, N ) , 

wo (AP,iV) den Winkel bezeicbnet, den AP mit der 
anBeren Blacbennormale in P bildet, nnd ebenso ist: 

dvi == do^ • F^Q^ * cos (A Pi , . 

Denken wir nns die Scbale mit Masse von der Dicbtig- 
keit Ic geftillt, so ubt die in dv entbaltene Masse anf A 
eine Anziebnng ans, die von A nacb P gericbtet ist, nnd 
deren Grofie 

^ Ic^dv _ fe • do • FQ • cos(AP, N) . 

“ AP3 “ AP" 



I 
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ist- Die Anziehung der in enthaltenen Masse atif A 
hat die Richtnng von A nacih nnd die GroJBe: 


7c-dOj_-PiQi-cos{AP i,Ni) 

^ API 


ZAvischen do und (^cu findet nun die in Kap. 6 des 
ersten Abschnittes abgeleitete Beziehung statt; nacb Bor- 
mel (10), S. 66, ist daher 



wo dc!>i das Plachenelement bezeicbnet, das der Scheitel- 
kegel des durcb A und dco gelegten Kegels aus der Kugel 
•ausscbneidet. Da dm = do\ und auBerdem PQ — PiQi, 
so ist: 

JI = Aj ; 

da ferner beide Krafte entgegengesetzte Eiehtungen baben, 
so heben sie sich auf. Die Betrachtung gilt fur jede be- 
liebige diirch A gezogeneLinie PAPj, d.h. die Anziehungen, 
welcbe je zwei solcbe Volumenelemente der Scbale, diemit A 
in gerader Linie liegen, auf A ausiiben, heben sich auf. 
Die unendlich diinne Schale iibt also gar keine Anziehung 
auf A aus. 

Das Eesultat laBt sich leicht auf eine Schale von end- 
hcher Dicke iibertragen. Denn teilt man einen beliebigen vom 
Mittelpunkte ausgehenden Badius der Schale in unendlich 
viele, unendlich kleine Teile und legt durch jeden Teilpunkt 
ein zu den beiden gegebenen konzentrisches, ahnliches und 
ahnlieh liegendes Ellipsoid, so wird die endliche Schale in 
unendlich diinne Schalen geteilt, und da keine der letzteren 
auf A eine Wirkung ausiibt, gilt dasselbe auch von der 
Suname aller, d. h. von der Schale von endlicher Dicke. 
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Kapitel 5 . 

Gleichgewichtsfiguren rotierender Fliissigkeiten. 

a) Allgemeine G-leiohgewiolitslbeding'uiigen. 

Ans -der Hydrostatik setzen wir als bekannt vorans, 
daB eine inkompressifole Fliissigkeit nnter Einwirkung irgend- 
welcher Krafte nur dann im Gleiclige-wicht sein kann, wenn 
jene KrMte eine Kraftefunktion besitzenj nnd daB eine freie 
Fliissigkeitsoberflacbe iiberall anf den wirkenden Kraften 
senkrecbt steht, mitbiii eine -N'iYeauflache ist. 

Was ferner das Gieichgewicbt einer urn eine feste 
Acbse mit konstanter Winkelgeschwindigkeit rotierenden 
Elussigkeit betrifft, so sind die Gleicbgewicbtsbedingnngen 
dieselben wie fiir eine rubende Eixissigkeit, falls man zu den 
wirkenden KrMten nook die Zentrifngalkraft hinznnimmt. 
Es ist das ein ailgem einer Satz der Meckanik, den man 
dnrcb folgende einfaobe 'Betrachtnng ableiten kann. 

Ein System yon Massenpunkten rotiere gleicbformig 
um eine feste Achse, die Acbse eines xecbtwinkligen Ko- 
ordinatensystems. Bei dieser Bewegung besobreibt jeder 
der Punkte einen Kreis, dessen Ebene parallel der a?y-Ebene 
ist, und dessen Mittelpunkt anf der 5?- Acbse liegt; ferner 
werden gleicbe Bogen des Kreises in gleicben Zeiten durcb- 
lanfen. Bei der in Eede stehenden Bewegung bleibt also 
die 0-Koordinate jedes Punktes ungeandert, ebenso sein Ab- 
stand r yon der /eJ-Acbse. Piihrt man in der znr ojy-Ebene 
parallelen Ebene Polarkoordinaten ein: 


r cos (p 


r sin 99 


so andert sicb bei der Eotation allein 99, und zwar 
waohst 99 der Zeit proportional: 

(2) (p = cot + ^ , 

wo CO und ^ konstant sind. co stellt die Anderung des 
Winkels 99 in der Zeiteinhelt dar und beiBt die Winkel- 
gescbwindigkeit. Mit der Umlaufszeit T hangt co durcb 
die Gleicbung 

( 3 ) <0-^ 
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zusammen. Denn vergleicht man die Werte von cp zu den 
Zeiten t nnd t + T, so ist zu der zweiten Zeit 9? um 2 7 t 
groBer als zur ersten, d. h. es ist: 

2 TT = CO • T . 

Wir fragen nun zunachst: Welche Kraft mufi auf den 
betracMeten Massenpunkt wirken, damit er dauernd in 
dieser dotation erhalten wird? Durch zweimaliges Diffe- 
rentileren nach i folgt aus (1) und (2): 

d^co 
~dP 

^s^ahrend 


ist. Ist daher m die Masse des Punktes, so hat die zur 
Erhaltung der Eotation erforderliche Kraft die Kom- 
ponenten: 

(4) X' = —mco^x , Y' = —m(o^y, Z' = 0, 

d. h. die Kraft hat die GroBe mco^r xmd in jedem Moment 
die Eichtung von dem rotierenden Punkte nach dem Mittel- 
punkte des von ihm beschriebenen Kreises. Analoges 
got fur jeden Punkt des rotierenden Systems. 

Bs mogen nun die Punkte des Systems unter Ein- 
■wirkung irgendwelcher Krafte stehen, und X, Y,Z seien 
die Komponenten der auf m ausgeubten Kraft. Von dieser 
-wird die Teilkraft, deren Komponenten X', K', 0 [Glei- 
chung (4)] Sind, zur Erhaltung der Eotation gebrauoht. 
Sollen daher alle Punkte des Massensystems bei der Eo- 
tation ihre gegenseitige Lage vde ihre Lage zur Eotations- 
achse beibehalten, so miissen die hbrigbleibenden TeD,- 
faafte den Gleichgevdchtsbedingungen genugen. Diese 
ubrigbleibenden Teilkrafte haben fiir den Punkt m die 
Komponenten; 

(5) X — X' = X + m(o^x, Y — Y'^Y + mm^y, Z ■, 

d. h. damit ein System rotierender Massenpunkte im Gleich- 
gcTOchte ist, mussen die Gleichgewichtsbedingungen erfullt 
sein von den Kraften, die man erhalt, wenn man zu den 
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^nst wirksamen Kraften in jedem Punkte m noch eine 
Kraft hinzufiigt, die die Komponenten 

(5 a) 

mco'^x , mcjo^y , 0 

hat. Die Kraft, deren Komponenten durch (5a) dar- 
gestellt werden, ist die sogenannte Zentrifugalkraft. 

... ein beliebiges Massensystem gilt, gilt anch 

fur ilussigkeiten. Zum Gleichgewicht einer gleichformig 
rotierenden Flussigkeit ist daher erforderlich, daB, wenu 
auf das nicht rotierende Fliissigkeitsteilclieu m die Kraft 
mit den Komponenten X, Y^Z wirkt, die andere Kraft, 
deren Komponenten 

X-j-mco^Xj :Y-\-mco^y, Z 

sind,^ eine Kraftefunktion hat. Dazu miissen X, Y^ Z 
tiu! sich eine Kraftefunktion besitzen. Ist diese F, so ist 
die KrMtefunktion der KrMte (5 b): 

(5c) u^V + ^ix^ + y^), 

Fur eine freie Fliissigkeitsoberflacbe muB ferner [7=. Konst, 
sein. Die Bestimmung einer freien Flussigkeitsoberflache 
ist biernach eine sehr einfache Aufgabe, wenn die wirkenden 
Krafte unabhangig von der Gestalt der Flussigkeitsmasse 
smd, wie z. B. bei der elementaren Aufgabe, die Gestalt 
einer ^ um eine vertikale Acbse gleichformig rotierenden 
Flussigkeit zu bestimmen, auf die nur die Schwere wirkt, 
Fie Komponenten der letzteren sind, wenn die positive 
^'Achse der Schwerkraft entgegengesetzt gerichtet ist: 

X = 0 ^ X = 0, Z = —mg , daher V = —mgz , 

TJ + y’^) — 2gis ] ; 

■and da fur die freie Flussigkeitsoberflache U = Konst, ist, 
so ist diese ein Eotationsparaboloid. 

b) Eotierende feste Kugel, die mit einer diin- 
nen Fliissigkeitsschicht bedeckt ist. Anwendung 
auf die Figur der Erde. 

Von besonderer Wichtigkeit ist die Untersuchung der 
Gestalt rotierender Fliissigkeiten fiir die Frage nach der 

danger in, Theorie des Potentials I. . 16 
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Figur der Erde. Um iiber die Entstebung dieser Eigur 
AnfscMuB zu erhalten, machen wir betreffs der rotierendeu 
Fliissigkeit gewisse Annabmen und untersucben, wie weit 
die Folgerungen aus diesen Annabmen der WirMicbkeit 
entsprecben. 

Die einfacbste Annabme ist die, daB die Erde aus 
einem festen, kugelformigen Kern bestebt, der mit einer 
Flussigkeitsscbicbt Ton geringer Dicke bedeckt ist. Die 
Masse dieser Fliissigkeit sei im Verbaltnis zur Masse des 
festen Kerns so klein, dafl von der gegenseitigen Anziebung 
der Flussigkeitsteilchen abstrabiert werden kann, daB also 
nur die Anziebung in Betracbt kommt, die von der Kugel auf 
die Flussigkeit ausgeiibt wird. Und betreffs der Massen- 
verteilung in der Kugel macben wir die Annabme, daS 
die Dicbtigkeit nur von dem Abstande vom Mittelpunkte 
abbangt. Die Kugel -wirkt in diesem Falle so, als' ware 
ibre Masse im Mittelpunkte vereinigt. Das Potential der 
Kugel ist daber, da die Flussigkeit auBerhalb der an- 
ziebenden Masse begt: 

(6) U = 

wo 

(6 a) + 

den Abstand vom Kugelmittelpunkte darstellt, wahrend 
M die Gesamtmasse der Kugel ist. Kacli Hinzunahme 
der Zentrifugalkraft haben wir, wenn die durcb den Kugel- 
mittelpunkt gehende ^^-Achse die Eotationsacbse ist: 

(6b) U = + 


Die Gleicbung der freien Fliissigkeitsoberfiacbe ist daber: 


( 7 ) 


fM 




Konst. , 


*) Der Faktor ff der der Einfachheit halber in den fruhereii 
Abschnitten meist fortgelassen ist, darf bier nicht inehr = 1 ge- 
setzt werden, weil das eine besondere, ftir das Folgende nicht 
zweckmS^hige Annahme iiber das Mafi der Kraft einschlieben 
^riirde. Auch die Masse m des angezogenen Punktes nehmen 
wir beliebig. 
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d. i. eine Eotationsflache. Zur Bestimmung der Konstante 
auf der rechten Seite von (7) mu6 ein Eadins der Placlie 
betannt sein; wir waMen als solcben den Eadins nach 
dem Pole. Dann wissen 'wir, dafi die Werte ® = 0 , y = 0 , 
z = Bp der Gleichnng (7) geuugen. Daher ist : 


Konst. = 



y 


nnd die Gleichnng (7) geht in folgende ftber: 


{7 a) 



1 

ix^ + y^ + 


(0^ 


Die Konstante f'M , die direkt nicht meSbar ist, driicken 
wir dnrch die Schwere gp am Pole ans. Die Schwere ist 
die Eesnltante ans der Anziehnng nnd der Zentrifngalkraft, 
hat . also die Komponenten: 

dU dJJ . 8V 
dx' ’ Tz ’ 

wo TJ dnrch (6 b) bestimmt ist. Fur den Pol ist ® = 0 , 
y = 0 , z — Bp, daher : 

dU mfM 

dx ' ’ Sy ~ ’ dz ~ Bp ' . 


Der absolute Wert von 
d. h.: 


dz 


ist somit die Sohwerkraft 


? 


( 8 ) 


mfM 
~ Bl ’ 


fM^Blgp. 


Durcli Substitution dieses Wertes von /If geht die Glei- 
ohung (7 a) in folgende uber: 


( 9 ) 


1 1 ^ 0)2 4- 2/2 

Rp 4 _ ^2 4 _ 2 gp R^ 


(9) stellt eine Eotationsflache dar, deren Meridiankurve 
vom sechsten Grade ist. Doch laBt sich diese Meridian- 
kurve, wie wir sogleiob sehen werden, mit sehr groBer An- 
naherung dnrch eine Ellipse ersetzen, deren INebenachse 
in die Eotationsachse fMt, so daB die Gleichgewichtsfigur 

16 * 
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angenahert ein abgeplattetes Rotationsellipsoid wird. iPiir 
die Erde ist namlich 

(10) - i> 

eine sehr kleine Gr6Be. Wird als LangeneiDheit. das Meter, 
als Zeiteinheit die Sekande gewahlt, so ist = 9,831. Fiir 
dieselbeZeiteinheit ist die UmdrehuQgszeit derErde (d. i. die 
Lange eines Sterntages) T = 86164, daher: 


^ 86164 ■ 

Perner ist = 6356079 (nack Bessel), somit: 

4 6356079 . 

”■' 2 -9,831 -861642 ’ 

d. i. (mit Weglassung der Dezimalstellen) : 

(M">) «“3i2- 

Fiilirt man noch in der Meridianelbene Polarkoordinaten 
ein, setzt also: 

(11) y^-f- 3/2 = j-cosd , «! = fsind, 

so geht die Gleichung (9) nnter Benutznng der Bezeioh- 
nung b [Gleiclning (10)] nber in : 

(9a) 1-^-5. 


Betraohten wir in (9 a) die Grofie — als Unbekannte, so 

ist zu beachten, daU jene Gleichnng vom dritten . Grade 
ist und drei reelle Wurzeln bat, eine nahe = 1 , wahrend 
die beiden andern, von denen eine positiv, die andere 
negativ ist, sehr nabe an 0 liegen [fur d = 0 wird die erste 
= 1, die beiden andern =0]. Von den drei Wurzeln 
kann n^ch der Stellung des Problems, da die die Kugel 
bedeckende Fliissigkeitsscbicbt uberall nur eine geringe 
Dicke haben soil, nur die erste in Betracht kommen; und 





K.p.6. 


( 13 ) 


= 1 


• (5 cos^# , 


weiter bei (Jerselbeii Vernacblassigung: 

■ -B' 

^2 — ^ ~ 2 d eos^?? 

Oder 

d.i. nacb (11); ^^=^^-2(5r^cos^^, 

= a;2 _[_ y2 _j_ ^2 _ 2 (5(3;2 -j_ ^/S) 

Oder, da bei unserer Ifaheriing 1 - 2 ^ <qnr»i, 
ersetzt werden kann: . 


1 + 2d 


(12 a) 


z'^ 


= -Kpyr+T^ = 22^(1 ^ 

daber die Abplattung; 


(12b) 


a = 


Ra 


<5, 


wenn man von Gr6J3en von der Ordnnns d^ flh<sio>i+ rr 
Annahme, daB die Erde aus einp-p Tn:+ ^ ° |osiebt. Unsere 

ketoohicU bedeiS fi” rKn,TbTw™“; f 

d)e Kugel angiebend aut dtS^le^rSlIw^LT 

wenn man im ubrigen die wirklicben Verhaltnisse der Erde 
zugrunde legt, auf den Wert: ammsse der Erde 

a = d = — ^ ■ 

682 

299AF 

ist. 
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tJbrigens hat der hier sich ergebende Wert von a 
folgende physihalische Bedeutung. Bei Vernachlassignng 
aller GroBen von der Ordnnng kann man schreiben: 

Ba l-CO'^Ba 
-tCp Sp 

d. h., dsb w'^Ba die Zentrifugalkraft am Aquator darstellt: 
die Abplattung ist gleicb dem Verhaltnis der halben Zentri- 
fugalkraft am Aquator zur Schwere am Pole. 

c) Eotierende Fliissigkeit, deren Teilchen sich 
nach dem Eewtonschen Gesetze anzieben. 

Da die der vorstehenden Entwicklung zugrunde ge- 
legte Annahme auf einen zu kleinen Wert der Abplattung 
gefuhxt hat, legen wir an deren Stelle die andere zugrunde, 
da6 die Erde als eine Piiissigkeit von konstanter Dichte 
anzusehen ist, deren Teilchen sich nach dem Newton - 
schen Gesetze anziehen. Die Bestimmung der Gleich- 
gewichtsfigur einer solchen Piiissigkeit ist eine wesentlicb 
schwierigere Aufgabe als die vorhergehende. Denn die 
Kraftefunktion ist bier nicht, wie vorher, von vornherein 
bekannt, sondern hangt von der erst zu bestimmenden 
Gestalt der Piiissigkeit ab. Die Aufgabe kaim so formu- 
liert werden: Es ist eine Punktion a) zu bestimmen, 
die folgende Bigenschaft besitzt; ist V das Potential einer 
von der Flacbe 0 begrenzten homogenen Masse in bezug 

auf Punkte dieser Plache, so soU F -1 ^ — O 

mit f{x ,y, si) identisch sein. Da eine einfache Beziehung 
zwischen einer beliebigen Punktion f und dem zugehorigen 
Werte von V nicht existiert, so ist die allgemeine Losung 
der Aufgabe nicht moglich. In dem speziellen Palle in- 
dessen, in dem f—0 die Gleichung eines Ellipsoids ist, 
ist bekannt, daB V fur innere Punkte und daher auch fiir 
Punkte der Oberflache eine Punktion zweiter Ordnung ist, 
die nur die Quadrate der Koordinaten oo,y ,z des angezogenen 

7yi co^ 

Punktes entkalt. Die Gleichung V H ^ ’ + G 

ist daher eine Gleichung von derselben Porm wie / = 0. Die 
Moglichkeit der Identitat heider Gleichungen ist somit von 
vornherein vorhanden, und es handelt sich nur noch darum, 
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die Bedingungen fiir die Achsen des Ellipsoids zu finden 
iiater denen beide Gleicbungen identiscb werden. ’ 

Das Potential des Ellipsoids 


(13) 


^ 0^ ~ 


bat, wenn 'wir ebenso "wie S. 242 den Eaktor / w binznlugen 
fiir Punkte der Masse so wie fiir Punkte der Oberflache 
die Form: 


(14) F = fTO(Fo - 7iaj2 — F 22/2 — Fgss) ^ 


wo Fq, Fj, ... durcb die Gleicbungen (14) und (14a), 
S. 186, gegeben sind. Die Gleicbung der freien Pliissie*' 
keitsoberflacbe ist daher: 


(15) 

Oder 

(15a) 


f w-(Fo — Fj 2/' — Fg s®) -| — (a;2 ~ q 





,/4-F3S^ = Fo- 


C 

fm 


Damit diese Gleicbung mit (13) identisch werde, muB sein: 


(16) 


F, - 


00 “ 

w 


G 

fm 



co^ 

IL 

0 

fm 


Oder, nach Elimination von G , 


jl_ 

62 ’ 


(16 a) 







Obne auf die aUgemeine Mogliobkeit der Erfiillung der 
Bedingungen (16 a) einzugeben, erkennen wir, daB ibnen 
d.urch ein Eotationsellipsoid genugt werden kann; denn 
fiir a == 6 wird F^ = Fg , und fiir diesen Pall reduzieren 
sich die Bedingungen (16 a) auf die eine: 





<»2 

w 


(16b) 


248 ni. Potential und Anziehung homogener EllipSoide. 

Setzen wir hierin fiir iind Fg ‘die Integrate (14 a), S. 186, 
darin a = h genommen, so nimnit (16b) die Form an: 


oo 


2 f 

/y. s /» TT 1 

■ 1 

c- 1 

0)2 

lA/ d If S . 

J {a^ + s)l/c2-|- s 

[a^ + s 

+ 5 . 

"" ¥kf 


0 


d. li. 


(16 c) 


a^C7z{a''^ — G 


■>/ 


? ds 


(a2 + s)2 


0)2 

2 Ic f ‘ 


Die rechte Seite von (16 c) ist siclier pdsitiv; denn da es. 
sicb Tim anziehende Massen handelt, sind f sowobl, als 
h positiv. Ebenso ist das Integral auf der linken Seite 
positiv, daber kann dieser Gleicbung nnr gentigt werden, 
wenn 

— G^ > 0 


ist, d. li. nur abgeplattete Eotationsellipsoide geniigen der 
Bedingung der Anfgabe. Die Integration in (16 c) konnte 
man leicbt ansfuhren; nock einfacher ist es, die Werte 
von Fj nnd Fg ans Gleicbnng (21), S. 210 zu entnehmen 
^nnd in (16b) einznsetzen. Setzt man in (21), S. 210 0 = 0, 
so stellt die recbte Seite das Potential eines abgeplatteten 
EotationseUipsoids fiir Punkte der Oberflacbe dar. Es 
ist also 


(17) 






TzJca^G 

L' 

2 7zka^c 




arctg 

fa^ 




arctg 




und die Gleicliung (16b) geht uber in: 


CO^ 


Tia^ G 


2Tcf 


. 2c2\ /|/a2 — 0= 

1 + -^) arctg'- 


3c 


2 p2 


(18) 


G 
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Setzt man znr Abkurznng: 

/■f 1 


SO nimmt (18) die einfache Form an: 

/om 3 + ;.2[ ^ ^ 3^ 1 

” inkt ~ -IT - T+T‘\ ■ 


Diese Eelation muJ3 zmsclien dem Achsenverhaltnis und 
der Eotationsgeschwindigkeit bestelien, damit das abge- 
plattete Eotationsellipsoid Gleicligewiclitsfignr der rotieren- 
den Flussigkeit ist. Mittels dieser Gleichnng kann man (bei 
gegebenem Zc /*) einerseits zn einem gegebenen Acbsenver- 
baltnis die zugehdrige Eotationsgeschwindigkeit, anderer- 
seits zu einer gegebenen Eotationsgeschwindigkeit das zu- 
gehorige Achsenverhaltnis bestimmen. 

(5) Diskussion des Eesnltates. 

XJm zu erkennen, unter welchen Umstanden die beiden 
Aufgaben losbar sind, und welche Losung sie ergeben, 
wenn.fur co, 7c, die Werte genommen werden, die der 
Erde zukommen, untersuchen wir zunachst, wie sich die 
GroBe 


mit 2 andert, d. h., geometrisch ausgedruckt, wir unter- 
suchen die Gestalt der Kurye 

,oov 3 + An 3A ] 

(22) u- ^3 l^arctgA 

deren Ordinate u, deren Abszisse 1 ist. Zu dem Zwecke 
differentiieren wir (22) naoh A: 


9 7 A3 

1 + A2 


(9 + A^) arctgA 


und betraohten daneben nocb die Funktion 



9 A + 7 A® 
(H--A®)(9 + ;>), 


arctgA 
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sowie 

(23b) 


[{l+X^) {9 + ’ 


Fur alle diese Funktioneli kommen der Bedeutung voa X 
wegen nur positive X in Betracht. Die Funktion F(X) 
verseli-windet, da arctgA einen Bogen zwiscben 0 und n 
darstellt, fur 2 = 0 und nimmt fiir 2 = oo den Wert — 
an. Ferner ist F'(2) fiir kleine 2 positiv, fiir groBere X 
negative und F'{X) verscbwindet fiir 2 = /3 ,_d. b, F{X) 
wacbst zunacbst von 2 = 0, erreicht bei 2 = ]/3 ein Maxi- 
mum, um von da an bestandig abzunebmen. Da F{X) 
fiir sebr groBe 2 negativ ist, so muB F(2) einmal, aber 
nur einmal = 0 werden, und zwar fiir einen Wert 2^ von 
2 , der groBer als ]/3 ist. 

Was ferner die Funktion betrifft, so seben wir zu- 
nacbst, daB zu jedem 2 nur ein Wert von tt gebort. Fiir 
kleine 2 kann man u nacb steigenden Potenzen von 2 
entwickeln. Es ist 

arctg2 == 2 — J- 2^ + i- 2^ — 1 2'^ + • • • , 

Setzt man diese Ausdriicke in (22) ein, so wird 
(24) ... = (*22 ™ (3 + ^2) . 


Wir seben also, daB .. fur 2 = 0 verscbwindet, und daB 
fiix sebr kleine 2, fur die 2^ an GroBe iiber 2^ usw. weit 
iiberwiegt, u positiv ist. Ebenso ergibt sicb aus (24) [resp. 
aus der Eeibenentwicklung der recbten Seite von (22 a)], 

daB aucb fiir 2 = 0 verscbwindet, und daB fiir 
dX dX 

kleine 2 positiv ist. Die Kurve u gebt also vom Anfangs- 
punkte aus, beriibrt dort die Acbse 2 und bat zunacbst 
positive Ordinaten. 

Welter ist iiir beliebige 2 


du 

'M 


9 + 2 ' 
2 ^ 


m 


j 
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I 


-jY ist also so lange positiT, als F(^) positiv ist, d. h. bis 

zu dem oben mit bezeicbneten Werte. Bis A = wacist 
u, Fiir X — ist F(A) = 0, also u ein Maximam, fur 
grofiere X ist F{X) bestandig negativ, also nimmt u be- 
standig ab. Fiir sebr grofie X ist aber nocli positiv; 

3 X 

denn arctgA ist dann nahe an in, ------ ist sebr klein; 

o + /i" 3 4-/2 

erst fiir X == oo wird u = 0 , da dann der Faktor — — 

versehwindet. Die Kurve tc nahert sicb somit der A-Achse 
asymptotisob und bat fiir 
jede positive Abszisse X 
eine positive Ordinate u; 
sie bat beistehende Ge- 
stalt*). 

Wicbtig ist es nocli, den 
Wert X^ , fiir den F(X) ver- 
scbwindet, sowie den zu- ^ Fig. so. 

geborigen Wert% von zi zu 

ermitteln. Wir wissen, dafi X^ > |/3 ist. Setzen wir 2 = 2, 
so ist F(X) nocli positiv, wabrend F(X) fiir 2 = 3 scbon 
negativ ist. Fiir den Zwisohenwert 2 = 2,5 ist F(2) nocb 
positiv, aber sebr klein; denn arctg2,5 ist der zum Winkel 
68^11^55" geborige Bogen des Kreises voin Eadius 1, 

also = 1,19029 ; T-f-r'WTF^ls^ ^ 

(1 + 1®) (9 + P) 

Wert 1,19276 an, so daB .^(2,5) = +0,00247 wird. 2,5 
ist daber ein angenaberter Wert fiir 2^ . Den genaueren 
Wert findet man, indem man 2^ — 2,5 -h setzt und Ji mit 
Vernacblassigung von aus F{2,5 -ih)==0 berecbnet, dann 
mit dem gefundenen Werte ebenso verfabrt us^v. So 
findet man durcb sukzessive Naberung 




(25) 2i- 2,5293', 

und aus (22) ergibt sicb fiir den zugehorigen Wert von u : 
(25a) = 0,2246. 

*) In der Pigur 36 sind die Ordinaten u in grolaereiii Mali- 
stabe gezeicbnet als die Abszissen 2 . 
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Aus dem Verlauf der Kurve u sieht man, da6 zu 
jedem gegebenen Wert von X stete ein und nur ein Wert 

u gehort, und zwar immer ein positiver, dafi daher 
die erste der oben erwahnten Aufgaben stets eino und mir 
eine Losung bat; daJJ dagegen zu jedem gegebenen Werte 
von u zwei Werte von X geboren, solange m< 0,2246, 
ein Wert fiir m = ^ = 0,2246 , daJ3 aber fixr w > 0,2246 
Gleichung (22) keine reelle Losung fur X ergibt. JS’icbt 
fiir jede Eotationsgescbwindigkeit ist also das abgeplattete 
Eotationsellipsoid eine Gleichgewicbtsfigur der rotierenden 
Elussigkeit, sondern nur, wenn co den Wert ]/27T/b 0,2246 

nicbt iibersteigt. Fiir diesen Grenzwert von m erbalt 
man als Gle iobgewichtsfigur ein Eotationsellipsoid, fiir 
das — c^-.c = 2,5293 ist; fiir kleinere co endlieh erbalt 
man stets zwei Eotationsellipsoide als Gleicbgewicbtsfiguren. 

Um den Wert zu berecbnen, den u fiir die Erde 
annimmt, denken wir uns, was bei der geringen Abweicbung 
der Erde von der Kugelgestalt und bei der geringen An- 
derang der Schwere auf ibrer Oberflacbe eine binlkngliche 
Naberung gibt, die Erde ersetzt durcb eine homogene 
Kugel von gleicbem Volumen und gleicher Masse. Die 
Anziebung, die diese Kugel auf einen Punkt ibrer Ober- 
flaebe ausiibt, ist, wenn B der Eadius: 


fm 


4 srTcEs 
3 


4 

3 


nfkB . 


% 


Diese Anziebung ist am Pol- gleicb der Scbwerkraft (wahrend 
fiir andere Punkte die Scbwerkraft die Eesultierende aus 
Anziebung und Zentrifugalkraft ist), d. b. wir haben 


(26) 

daber 

(26 a) 


m^^nfkB = mg^ , 

_ 2 _ 2 4 . E 

2nf1c S gp 3 W1642 • 9,8^” ’ 


und da B, der Eadius einer Kugel von gleicbem Volumen 
mit der Erde, = 6370283m ist, so folgt aus (26a): 


(26 b) * 


0 )^ 1 
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Da Uq sehr viel kleiner als ist, so gelioren zu dem 
Werte u ^ zwei Gleichgewichtsfiguren, entsprechend den 
Abszissen I der beiden Punkte, in denen die zur yl-Achse 
in dem Abstande % gezogene Parallele die u-Kuive trifft. 
Von diesen beiden Punkten liegt, wie ein Blick anf die 
Knrve zeigt, einer dem Anfangspunkte sehr nahe, wahrend 
fiir den anderen 1 sehr groB wird. TJm die Abszisse ^ 
des -ersteren Punktes zu berechnen, kann man fiir u die 
Entwicklung (24) nach steigenden Potenzen von X be- 
nutzeu und in erster Naherung usw. gegen X^ vernaeh- 
lassigen, so folgt der Naherungswert: 

(27) tV^o ? ^0 = • 

Der zugehorige Wert der Abplattung ist 


(28) 



. 1 1 2 16 1 1 

2 8 ‘ 435 232 * 


Dm die zweite Wurzel Xq der Gleichung (22) fiir u==Uq 
zn erhalten, ist zu beachten, daB Xq sehr groB, daher 
arctgiio sehr nahe = ist. Yernachlassigi} man die zweite 

und hohere Potenzen von ^ gegen die erste Potenz, so 

Xq 

orgibt sicb der angenaherte Wert: 

(29) “o = y-f, d. h. = 435 =683. 

Weiter wird 

a = c y 1 + == c Aq 


und die Abplattung 

(30) a'= 1-^ = 1- 

Aq 


1 

683 * 


Yon den beiden fiir u = Uq ermittelten Gleichgewichts- 
figuren hat nur die erste eine kleine Abplattung, wahrend 
die zweite einem Ellipsoid entspricht, das so stark abge- 
plattet ist, daB es einer diinnen Kreisscheibe gleicht. IN'ur 
die erste dieser Eiguren kommt der mrklichen Gestalt 
der Erde nahe; doch ist die sich ergebende Abplattung 
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2 '^ etwa das J--faohe der Abplattung der Erde — 

’tr L299,16j ' 

yon den beiden m b) und c) dieses Kapitels gemacliten 
Annabmen iiber die Beschaffenheit der rotierenden Eliissig- 
beil; gib1j demnacb die erstOj auf die Erde angewandt 
eine zu kleine, die zweite eine zu groBe Abplattung. ’ 
Wir wollen nocb sehen, wie groB, die fibrigen Ver- 
haltnisse als gleich vorausgesetzt, die Eotationsdauer der 
Brde^ sein muBte, damit nur eine G-leichgewiehtsfigur 
moglich ware, d. h. damit an Stelle von Mq der Wert u 
trete. Denn in diesem EaUe wurde die Parallele zur 
4-Achse die %-Kurve beriihren, statt zu scbneiden,. 1st 
oJi die zugehorige Winkelgescbwindigkeit, T, die TJm- 
drehungszeit, so ist also 


(31). ( 0 ^ 

mithin 


i'iTi’ktv-ii 0) ~ ]'27l^cfu^^ , 


(31a) 


(JO 

(Ol 


T 




d. h. angenabert ist: 
(31b) 


1/435 • 0,2246 ” ’ 


2’i = iV2’ 


Wenn die Eotationsdauer der Eliissigkeit kleiner als 
der Tagesiange, d, b. kleiner als etwa 2,4 Stunden Stern- 
zeit ware, wiirde das EotationseUipsoid aufhoren, eine 
Gleicbgewicbtsfigur zu sein. 

a a WiyliabennurdieLosungenderGleicbungen 

(16 a) untersucbt, fiir die a = 6 wird, DaB jene Gleicbungen 
aucb, wenn a und b verscbieden sind, eine Losung zu- 
lassen, d. b. daB aucb das dreiacbsige Elbpsoid Gleicb- 
gewichtsb^ einer rotierenden Eliissigkeit sein kann, bat 
Jacobi 1834 entdeckt. Wb weisen auf dies Eesultat 
nur bin, obne auf die Ableitung einzugeben, und erwabnen 
nocb folgendes. Damit das dreiacbsige Ellipsoid eine mog- 
bcbe Gleicbgewicbtsfigur ist, darf u den Wert 0,1871 nicbt 
uberscbreiten; ferner gebort zu jedem u unter 0,1871 nur 
ein einziges dreiacbsiges Elbpsoid. Hiernacb gehSren zu 
jedem « zwiscben 0 und 0,1871 drei elbpsoidiscbe Gleicb- 
geTOcbtsfiguren, ein dreiacbsiges und zwei EotationselUp- 
soide, zu jedem u zwisoben 0,1871 und 0,2246 dagegen 
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gehoren nur zwei solche Figuren, beides Rotationsellipsoide. 
Fiir M = 0,2246 fallen die beiden Eotationsellipsoide zu- 
sammen, und fur % > 0,2246 ist eine ellipsoidische Gleicb- 
gewicbtsfigur nicbt mehr moglich. — Fiu- den Wert 
«==%== der den 'Verbaltnissen der Erde entspriclit, 
ergibt sich als Gleichgewicbtsfigur neben den beiden oben 
erniittelten Eotationsellipsoiden ein dreiacbsiges Ellipsoid 
mit den Achsenverhaltnissen 

t = 62,4 , ~ = 1,0023 . 

<j c 


